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Die Potential theoiie nimmt eine so wichtige Stelle ein aucli 
in der reinen Mathematik, dass eine auf den Grundlagen der 
neueren Eunctionenlehre ruhende IJeubearbeitung dieser Theorie 
nicht überflüssig sein dürfte. Viele der Beweise für die fun- 
damentalen Potentialsätze lassen noch an Strenge zu wünschen 
übrig; namentlich findet man nur selten die Giltigkeitsbedingungen 
genau angegeben. So z. B, ss^t mau in der Eegel, dass die ver- 

^liY (ja y ' d^V 
allgemeinerte Laplace'sche Gleichung - — ^ -I- -j — ^ + -^—^ = 

— inx stets gütig sei unter der Voraussetzung der Stetigkeit 
der Dichte x. Allein in allen Beweisen, welche bisher fär diesen 
Satz gegeben worden sind, wird von der Differenzirharkeit von x 
Gebrauch gemacht. Bei Dirichlet*) ist diese Voraussetzung 
auch ausdrücklich hervorgehoben ; damit ist aber auch eine grossere 
Beschränkung eingeführt als nöthig. 

Solche Gründe dürften den Versuch rechtfertigen, die Beweise 
für die elemeotaren Potentialsätze theilweise durch neue zu er- 
setzen, In der vorliegenden Arbeit, in welcher dieser Versuch 
gemacht ist, wird man natürlich nicht erwarten, die nothwendigen 
Bedingungen für die Giltigkeit dieser Sätze aufgesteilt zu finden. 



*) Vorlesungen über die im umgekelirteii Verhältnisa des Quadrats der 
Entferiiang wirkenden Kräfte wn P. G. Lejeiiiie-Dirichlet. Herans- 
gegeben von Grube. 
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Man wild siLh damit l)ej,imgen müssen, nach Möglichkfiit all- 
gememp BediiigungPii aufzu^tfüm, die einen exacten Beweis zu 
fuhien erlauben 

Beim Flächenpotential im zweiten Abschnitt dürfte die hier 
dnRhf,etuhrte Untersuchung uhei das Verhalten der Ähleitungen 
am Band dei mit lla^ap belegten Fläche auch in den I 
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Erster Abschnitt. 

Das Bau 111 Potential. 

1. 
Die Bedingungen der Integrirbatkeit 

Der Integralbegriff, den wir hier zu Grund legen, ist der 
gewöhnliche. / bedeute eine Function des Orts, Wir zerlegen 
das ganze dreidimensionale Integrationsgebiet in kleinere Theil- 
gebiete, multipliciren den Inhalt jedes Theilgebiets mit einem 
Werth von / im Innern oder auf der Greu'ze desselben und 
sunimiren aUe diese Producte. Die letztere Summe soll einem 
festen Werth dadurch beliebig nahe gebracht werden können, dass 
man die Ausdehnung der Theilgebiete nach allen Richtungen 
kleiner nimmt als eine hinreichend klein gewählte Grösse. Hierin 
liegt schon die Existenz einer festen Grenze, unter welcher / 
überall bleibt. 

Um von dem, was unter einem solchen Gebiet verstanden 
werden soll, einen genauen Begriff zu haben, kann man von fol- 
genden Definitionen Gebrauch machen: 

Es seien im Baum Punkte in unendlicher Anzahl definirt, 
ganz im Endlichen liegend, welche mit dem geraeinsamen Buch- 
staben G bezeichnet werden sollen. Um jeden Punkt C lasse 
sich eine Kugel beschreiben, deren sämmtliche inneren Punkte 
gleichfalls zu den C gehören. Je zwei Punkte ü sollen endlich 
durch einen aus Geradenstückeu bestehenden Linienzug in der 
Weise verbunden werden können, dass jeder Punkt auf dem 
Linienzug ein Punkt C ist. Wir sagen in diesem Eall, dass die 
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Puukte G ein C'ontinuum bilden. Diejenigen nicht zu den C 
gehörten Punkte, in deren unendlicher Nähe es Punkte C giht, 
bilden die Grenze des Continuums. Jeder andere Pnnkt des 
Raums ist ein äusserer Punkt. *) Unter den Punkten des Con- 
tinuums verstehen wir hier also nur die inneren Punkte mit Aus- 
schluss der Grenzpiinkte, 

Die Punkte der Grenze bezeichne man mit G. Auf jeder 
durch einen Punkt C gezogenen Geraden liegen mindestens zwei 
Punkte G. 

Um nun einen Inhalt des Continaums definiren zu können, 
ist vorauszusetzen, dass man mit Hilfe von Ebenen einen TheU 
des Raums abgrenzen könne, welcher alle Cr enthält, und dessen 
Inhalt — im gewöhnlichen geometrischen Sinn — von beliebig 
verlangter Kleinheit ist. Herr P. du Bois-Eeymond**) ge- 
braucht im analogen Fall für ein Punktsystem auf einer Geraden 
den Ausdruck integntbrnes Punktsi/st m Nun lat leicht zu 
-ichen, wie ein Inhalt des Continuums zu definuen i&t, wenn die 
6- ein int^mbares Punktsystem bilden, man theilt m lecht- 
wmklige Paiallelepipeda, odei in beliebige polyedribche Theil- 
gebiete, man eihalt an dei Grenze stets dent,elben "Weith ffli 
den Inhalt 

Wenn wii also den ganzen Tntegrationsbereich I in die G&- 
biPte C, '', (" theilen, so denken wii uns dahfi, dass von 
den Punktsystemen J, C, G , i jedes fui sich ein solclies 

Contmuum bildet, dessen Grenzpunkte integiiibar sind Jedei 
Punkt G soll von jedem C u s f veisehieden sem, jedei Punkt 
C, ("' , r . gehört zu den J, und jedes I i9t ein ' , odei < ' , 
odei G" , oder ein Gienzpunkt eines der letzteien Punkt- 
systeme 

Denkt man sich / m jedem Punkt gegeben, ausserhalb eines 
gewisbeii endlichen Gebietö ubenll null, so brauiht über das In- 
tegratiousgebiet keineilei Bestimmung getiofien zu Vi erden 

Man kann auch eine Thetlung des Gelnets durch diei zu 
einander senkiechte PdialleKibteme von Ebenen emtuhnn, nobei 

*j Die&p Definitionen iilie i'h in den Vorleauiiffen 'k^ Hhui \\ ciei 
striss kennen gelernt 

*») Vcrgl ilf'.sen ^Uff Fnn ticTiei.tl euiK i« ls> 
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nur die Abstände beliebig sein sollen, die Richtungen fest. Nun 

lä^t sich strenge beweisen: 

Ei7ie Function /, die bei dieser besonderen Art von 
Theilung ein InUgral g'bt, ist auch in der zuerst ange- 
gebenen Weise bei Verwendung beliebig gestalteter Theil- 
gebieie mtegrirbar. 

Es braucht also nur bei dieser besonderen Art von Theilung 

die verallgemeinerte Eiemann'sche Bedingung erfüllt zu sein. 



5 Potentials; Stetigkeit; Verhalten i 



[ii der Delinitionsgloichung des Potentials 



ist ^^Y(a — xy^+(b-y)^-\-(o—s)^, 

df bedeutet das Raumelement , x bedeutet eine nach dei' obigen 
Definition integrirbare Function der a, b, c. Die Integration ist 
über den Bereich der n,b,c auszudehnen. 

Jeder Punkt, um welchen herum ein Bereich abgegrenzt 
werden kann , so dass in jedem Punkt des Bereichs x = o ist, 
heisse aitsserhalh der Missen liegend. Es mag erlaubt sein, 
von allen anderen Punkten zu sagen, sie liegen innerhalb de-r 
Massen, indem hier eine Grenze nicht unterschieden zu werden 
braucht. 

Wenn a!,p,z innerhalb der Massen liegt, so ist das Integral 
eia uneigentliches, in Wirklichkeit der Grenzwerth eines Integrals 
über ein den Pimkt nicht enthaltendes Gebiet. 

Es ist nun bekannt, wie die Stetigkeit des Potentials be- 
wiesen wird ; man braucht bloss vorher eine kleine Kugel um 
den zu imtersuchenden Punkt abzi^renzen. 

Wenn wir sagen: f(x,y,z) ist im Punkt Xi,yi,z\ als Func- 
tion von x,y, z stetig, SO heisst diess, dass [f(x,y, z) —f(xi ,1/1 , z\)] *) 
miter einer beliebig klein gewählten Grösse bleibt, wenn ein ge- 
nügend kleiner Werth als obere Grenze für die Differenzen [x — a^i]. 



•) [((] bedeutet den absoluten Werth v 
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[j/ — ^i}i [^ — ^i] bestimmt wird. Eine füi' jeden Werth von x 
stetige Function von y,z braucht nicht überall als Function von 
x,y,s stetig zu sein. Eine in jedem Punltt eines raumlichen 
Continunms und seiner Grenze stetige Function von «■,?/, ^ ist in 
dem genannten Gebiete gleichmässig stetig. *) 

Das Potential ist eine in jedem Punkt des Eaums stetige 
Function von a:,y,z. 

In jedem ausserhalb der Massen liegenden Punkt a;,i/, 2 
lässt sich V(x~i-n, y-hv, s + w) für hinreichend kleine ^l,v,w 
nach Potenzen der letzteren Grössen entwickeln. Hiedurch ist 
also das Potential im äusseren Baum als analytische Function 
charakterisirt. **) 

3. 
Die ersten Ableitungen dos Potentials. 

Unter den gemachten Yorauesetzungen besitzt das Po- 
tential in jedem Punkt Ableitungen erster Ordnung; diese 
sind ausgedrückt durch: 




t 1 ; . •"; 

*) Auf diese verschiedenen Arten von "Stetigkeit bei FuT tiontn netirerer 
Veränderlichen hat Herr Heine aufmerksam gemacht z B m seiner Ab- 
handlung über trig, Reihen im Borchardt sehen Tourna! Bl 71 p 861 wo 
auch der Begriff der gleiehmässigen Stetigkeit fur Functionen von mehreren 
Veränderliehen aufgestellt ist. Der genannte "^ata ist fur eine Veränderliche 
von Herrn Heine (Borohardt, Bd. 74, p 18S) fdr mehrere Veränderliche 
von Herrn Lüroth (Math. Annalen Bd. t» p 819) bewiesen worJen 

*•) Hieran fichliesst sich der Beweis des Satzes ton Uauss von der 
Constana des Potentials im äusseren Raum wenn es m einem beliebig kleinen 
Theil desselben constant ist. Vergl. „C Neunann Untersuchungen über 
das logarithmische und Newton'sche Potent il' fe md § Id 

***) Diese Formeln sind weder bei Gauss (Werke Bd V p 19" All- 
gemeine Lehrsätze u, s. f.) noeh bei Dirichlet und Eiemann (Vorlesungen 
über Schwere, Elektricität und Magnetismus, herausgegeben von Hattendorf) 
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Beweis: 
Wir betrachten im FolgeEdeii w,y,z als fest. 
Es ist r r T ' i^T-. 



i- = y(«-ii:-A)'+(4-s/)»+{c-a)' ^ »^ ..^ 
= yr' — 2^<c((i — a;) + ^iB', .ff i W ' » * 

imd r = y(._.^). + (j__j)! + („_,)>. "» 

Nun ist: 

j-r!-ii=--=^-= - 

Ax \t r J Jx .r.riy + r) 
2 (a — ic) — z/« 
" ,-.r(.- + ,-T' 
Man hat die Ungleichungen: 

[a — X--—Jx\ ^i", 

[4.] sSr+n- 

die letzte derselben ergibt sich aus der Erwägimg, dass [i/,»J, 
T und r die Längen der Seiten eines Dreieciis sind. Man be- 
kommt so: 

r 1 /l _ 1 ■\"( ^ 2 J_ 

L^iK \r rj\ - V (r -H r) '^ r r" ' 

diess ist ■! o >, wenn r ■! !*; also ist jedenfalls: 

wirklich bewiesen J nn lin t lasa ie Eoimi-lii ni ht illus rseli werJea 
steht ihre Gütigkeit nooh nicht fest Clausius gibt in seinem Lehrbuch 
(Potent alfunction und Potential) einen Beweis lärm kommt abiT eii a 
.Diflerentiation niter dem Integralzei hen v r welche stnnge genomiien nicht 
ziigeliaeen werden darf Em von Bou(i«et herrührenler Beweis finlet ich 
z B in Briot s mechanischer Wärmetheone Von iem letzteren ist der 
hier gegebene im Princip frelith nicht yerschiedei doch lürfte lie Ver 
meiduig einer V Wandlung der I ite^/rationsvirial eli erwünscht ein 
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Wählen wiv nun eine beliebig kleine Grösse ß, so kann man, 
wie aus dem eben Eotwiekelten folgt, am den Punkt iB,i/,2 eine 
Kugel m abgrenzen, dass der Beitrag der Massen in dieser Kugel 

zu dem integral /-— |^-— ) ch kleiner als ä ist, wie 

J Jw \r r J 

nun auch Jx beschaffen sein möge. 

Hält man hernach diese Kugel fest, so kann die Veränder- 
lichkeit von J:)! auf einen so kleinen Bereich beschränkt werden, 
dass ausserhalb de]' abgegrenzten Kugel überall die Differenz 

--—(-— ) ^— y — ^1 unter einer beliebig klein vor- 

geschrieheiien Grenze bleibt. Die absolute Convergenz des un- 
e^entlichen Integrals i— — ^ — ^rft steht ohnediess fest; und man 
folgert so leicht: 

Ax^o ^^' '' ^ 

Ebenso die analogen Gleichungen. 

Dass diese Differentialquotienten stetige Fituctioneu von a;,y,s 
sind, ergibt sich auf die bekannte Weise, wie beim Potential 
selbst. 

Mao folgert hieraus, dass: 

F(ic + M, y + !>, e + w)— V{x, y, s) 
= w 7i (w, y, z) + V- F2 (x, y. z) + w. F3 (a,-, y,^) + 9 -5, 
wo (I = Y^it^ +11* + w", und ä bei festgehaltenem w, y, s 
mit Q imendlich klein wird, wie auch sonst die u,v,vi be- 
schaffen sein mögen. *) 
Die letzte Gleichung liefert die bekannte Relation: 

dV dV ,, ^ dV . . dV . . 
- , - ^ -3- cos {t, X) + -s- cos {t, y) -I- -y- cos (t, z), 
dt dx dy ^ ■^ dz 

wo t eine beliebige feste Richtung bedeutet. 



*) S. im Anhang: Ueber daa totale DiEferential. Uebi^ena ist 
diese Gleichung auch leicht an erweisen durch Entwicklung der ganzen 
Differenz. 



y Google 



Uie zweiten Ableitungen im Innern der Massen und die 
rerallgemeinerte Laplaee'sclie Gleiehnng. 

Es wurde oben angeführt, dass die bis jetzt für die Gleichung 

d^V d^V d^V 

-^r-^ + ——5- + -rr-s- = — 4 ji X gegebenen Beweise die Differen- 

da;* dy^ dz'' 

zirbarkeit von x voraussetzen. 

Diess springt sofort in die Augen bri (jau'.s*) und Di- 

richlet**), wo die Beweise auf einer IntegTalverv.andlung beruhen 

in der Weise, dass die Grössen -^, ^-r.^r- in den nenen In- 
da ab de 

tegraleii unter dem Zeichen auftreten. Dasselbe gilt von der 

Kiemann'schen***) Beweisführung. Die Existenz der zweiten 

Differentialquotienten wird durch dieselbp Umformung gezeigt, 

die aieh bei Dirichlet und bei G-aiiss findet; der Unterschied 

fjzy fi^Y ^zir 
ist nur der, dass der Wertb von - -^ -h ^—5- + -^-5- — atif 

dw^ dy^ dg^ 

Örrnid der Existenz und Integrirbarkeit dieser Grössen — an;^ 
den Green'scheo Sätzen geschöpft wird. 

Etwas versteckter ist die genannte Voraussetzung in dem 
Clausius'schen f) Beweis enthalten. Dass sie in der That 
darin enthalten ist, geht aus Folgendem hervor: Es wird bei 

Clausius eine Grösse j xd^ ~ jH" eingeführt; und zwar bewegen 

wir uns bei der Integration auf der von g, tj, f nach a;,y, s ge- 
zogenen geraden Linie; x ist der Werth der Dichte in einem 
zwischen |, ij, ä^ und a!,y,z im Abstand q von ^,vj,C auf dieser 
Geraden gelegenen Punkt, «, 6, e sind die Bichtungscosinusse 
dieser Geraden und R ist ihre Länge. 



♦) Vergl. Gauss' Werke Bd. V, pag. 206 ff. 
•*) Vergl. Dirichlet-Grnbe, pag. 18 ff. 
•**) Vergl. Eiemann-Hattendoif, pag. H9 und p. 44. 
t) Vergl. Clausius, 3. Aufl., pag. 38 ff 
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Nun wird H nach a, b, c, B differenairt, und die Gleichung 
dH_dSda dS db dH dc^ dH dB 
dx da dw dl) dx de dx dB dx 
angewendet. Bei diesen Differentiationen ist das auf der Ober- 
fläche des zu betrachtenden Kaums gelegene J, i^, ^ als eonstant 
zu betrachten. 

Nun wären jedenfalls für x Bedingungen aufzustellen, wenn 
diese Differentialquotienten esistiren sollen, und zwar wird man x 
selbst differenzirbar annehmen müssen. Ueberdiess genügt zur 
Sicherung der Richtigkeit der Gleichung 

df _dfda d/db dfd^ 
dx da dx db dx de dx 
die Existenz der Differentialquotieaten noch nicht.*) 

Alle diese Beweise werden mindestens die Existenz, Endlich- 
keit und Integrirbarkeit der Differentialquütienten von x in einem 
kleinen Gebiet um cb,t/, ^ heram verlangen. 

Wir wollen nun zu dorn, was oben (in Artikel 2) übei « 
vorausgesetzt worden ist, die folgende Bedingung hinzufügen: 

X, p, z sei der fragliche Punkt. 
Äin sollen zwei 'positive feste Grössen A und ji eadstiren, **) 
so dass 

[_xia,h,c)--x{x,y,zy] <Ar>^ 
für alle a,b^e eines gewissen, um den Punkt x,y.,3 herum 

i Gebietes, r ist wieder der Abstand, 



r ■■ 


= \/ia~^r + {b-y)^ 


+ {c-z)^ 




Unter dieser 


Voraussetzung existiren 


1 in diesem 


bestimmten 


Punkt X,y,i 


dx'' dy'' 
d-^V d^V _ ^^ 
' dy^ '^ dz^ ' ^ 


, -"j— ^-1 und ihre Summe 


. d^V 
tsi: — — s- -f 
dx^ 


>^Uc.y,z). 





*) 8. im Anhang: Ueber das totale Differential. Vergl. am?li P. du 
is-Eeymoiid, Allg. Functionen tiieorie, pag. 135 ft'. 
**) Man kann unbeachadet der Allgemeinheit ii <i ^ annehmen. 
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Zum Beweis setze man: 
dV 



Es ist somit: 



rA'',y.')=f'°--i'-<l'- 



wobei 'r = 

Jx ist hier die Veränderliche. 

NuD sollen drei Hilfskugeln constmirt werden: 
die Ite mit Radius ? und Mittelpunkt x, y, e, 
die 2t« mit demselben Kadius q und Mittelpunkt 

X -^ J x,y,z, 
die 3te endlich mit Eadius B und Mittelpunkt x, y, z. 
Die beiden ersten Kugeln sollen sich ganz ausschliessen, und 
die letzte soU die andern ganz in sich enthalten. Mit (^), (f) 
und (j?) sei der Eaum der Iten, 2fen und Sten Kugel bezeichnet, 
mit (() das ganze Integrationsgebiet. 

. Nim zerlege man das Integral in vier Integrale über die 
Gebiete (() — (ß), (ß) — (p) — Q)-. (e) und Q. 

Die Grössen ß, Jx^ q werden wir später unendlich klein 
werden lassen in der Weise, dass jede vorhergehende ^ 
der folgenden unendlich gross wird. 
Wir setzen femer: 



D =» (a 



«) 



^0 



■ xii(a — x) \ 



( 1 



1 1 



1 1 



Jx ■ Xfl 



wobei «0 die Dichte in x,yts selbst bedeuten soll, 
i'flr das erste der vier Integrale gilt r£ß, da ja a, b,c im 
Gebiet {t) — (ß) liegt. "Wir können also unter diesem Integral 

für kleine \~\ so entwickeln: 
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wobei W unter einer festen Grenze iileibt, wofern das Verhält- 
niss — eine gewisse Grösse nicht übersteigt. -- Es ist ja, 



Man bekommt also: 






TD /'6{a — x)' 1 \-| [,/«;] 



a fortiori < const. -p-^-. 



Somit wird 



j'P-dT- L Q .^l'___^_M'_ -^^^(/fimeüdlidi klein, wenn 
(!)-(R) ii)~\.m 

man ^- ■ -^ nnendlicii klein macht. 
Unter dem zweiten Integral, das über das Gebiet {li) 



Man bat 

D ^ ^ i(a-x) (r'-r') _ }_ ) 
Am \ T^ .T^ .Jx T^t 

Nun ist v^ _ -ps = ^ (^2 _ r 2) + ? M»- — r). 

AI,. ^ _ j(-^'^) ^ k_-)_t-) _ 3.) 

Hierin setze man: 



wodurch man ei'hält 

»_ f 2(a-if)'^-A ,(»-j) 2(a- »)'-A(<i-.i!) 1 | 
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Weil min 

[«-,.] <4r" (s.o.), 
SO wird 

r^ _ ^] < .1 i 2 . («- «) ' t, -, [5=d . -L-'-L 

,,('«-'«^' 1 \_a-xi !>»] rPi 

+ ^ l— ■ 7 ■ ?I=» ?|r +>) + — ■- ■ r'-'r(,-+T) +T'V 
indem man rechts die Summe der absoluten Beträge nimmt. 
Aus den Ungleichungen 

r — ' r + ,■ - ^ ' 
folgt: 

J-) 2 1 ) -r^— =.-.-— ^ < ■■ 3 „ + ^ <,_,,. 

' V- !■ / r''^.r(r-\-r) r^ " r ■* " 

Von diesen drei Ungleichungen ergeben sieh die beiden ersten 
ohne "Weiteres ; die letzte ergibt sich durch die Beti-aebtiing, dass 

wenn r <i r, 
und 2 (^^^^Y-r—, ,- < -i> 

Auf dieselbe Weise rechtfertigt sich die Ungleichung: 

t-.] [^„^^^ 1 1 

Ausserdem ist nun, weil r, r und z/a^ ein Dreieck bilden: 
e) l + f4d^i. 
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Wir befinden uns im Gebiet (K) — (p) ~ (g), wo 

„na ,)[4i<M; 

aus »j) und e) liommt: 

' r - e 

Bedenkt man nun, dass ;( < 1 angenommen werden kann 

(s. 0.), und dass -—■ unendlich gross wird, so ergibt sich aus 
«)' ß\ y)-' ^)! Ol *) ™d aus dem Ausdruck für — -— — , dass: 

im ganzen Gebiet ß — ((>) — (g). Nun giht es eine Constante, 



aus den beidei 
J Jx _ J Jx _ 



lan folgert aus den beiden letzten Relationen, dass 



(I,) _ ([)| _ ,p) (E) - (PI - 

unendlich klein wird, wenn man W- . I """ 1 unendlich 



■(t)' 



klein macht. 
Das dritte und v i e r t e Integral über die Gebiete {q) und 
i(j) haben wir noch zu behandeln; diese Integrale sind eigentlich 
Grenzwerthe von Integralen. In diesen beiden Fällen setzen wir 
-^ — JL ( «■ — ^ — '^^ _ a—x \ 

und weil ^ < i, 

und 
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/ 1 ■ 3 + " "ä" ) (''^ "C const. Q. 

(Q) 

— Tind / — beide < const. r - t 
Jx J Jo- \Jx\ 

ii>) Tel 

Somit werden / - untl / " unendlich klein, wenn 



~- -, unendlich klein macht. Dasselhe gilt von 



/ --"- und / -^. 



Wir haben nun zu zeigen, dass die drei Gfröasen R, [Ai;], q 
so unendlich klein gemacht werden können, dass sowohl ^^-, 

als üf.f — I und v-V^ unendlich klein werden. Zu diesem 
\ Q y [^iß] 

Zweck braucht man nur zu setzen: 
[^.i] = R^ 
(, =72* +|- , 
und B als die unabhängige Variable zu betrachten, die unend- 
lich klein wird. 

Wir wenden die in den vorhergehenden Entwicklungen ge- 
wonnenen Eesnltate an auf die folgende selbstverständliche 



Fl (a: + Jx, y, z) — Vi {x, y, e) _ r /3((t — »)2 \\ 

(i) - (Äl 

( ri> , r r^ia — x)^ 1 ^ , 1 r^o , 

Mfl ~ (Hl m - iB\ ' im - wi — lyi 
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( /-!> , r^a , \ /'-Do , /'J>o , ( /'^ 

(PI (yi (PI ' 



Alle in den Klammera stelißinäen Grössen werden mit U 
nnendlich klein; d. li. also, es wird 
V^ix+Jx,y.z)-V^ {m,y.z) _ r .'3 { a-x)^ _ 1 ^ ^^^ _ rD^, ^^ 

Jw J \ r^ vM J /}.v 

W-("J iß) 

mit R unendlich klein. 

Nun ist aber: 



f^ä =^ l- ^- IX Ar ■ o^ 
J Ax ^ Ja:\ 3 ''^*' ■'' "'~ "' 



A 3 ^'"fl^"- ^"1 ä'-^o- 

Wofern also /"x |^^ ^''~''^)' _ A^ ^^^ fQv j; = „ i 



bekommt; 






Die Existenz des genannten Grenzwerths ist in diesem Fall 
dadurch wesentlich bedingt, daas die Gestalt des um den Punkt 
x,y,£ herum ausgeschnittenen Gebiets eben eine Kugel ist mit 
Mittelpunkt x,-i!,z. 

ZumBeweishabeuwirznzeigen,dass /x( ^^ ~ Adr - 

wo lif < R — mit R unendlich klein wird.*) Wir setzen: 

« ^ «0 + 5/-", 
so ist Ißl < Ä (s. 0). 



'] Nach dem allgemeinen Conyeigenipriiici|> , vwgl. P. du Bois-Eej- 
mond, Allg. Fimctioueiitlieoiie, pag G 
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Man erliält dann 

Der zweite Theil wird offenbar mit B unendlich klein, was aiii^li 
li' sei, wofera nur R' < R. Der erste wird mit 

dv = r^ sin & dr dtp d& 
zu 

= xa n [-- /"(B sin ''& - 2) si« -»d^ 



Es esistiren also die Grössen -^—„, , s i: 
ä ist: 









woraus man durch Summation erhält: 

d'^V d^V d^V , 

dx'^ dy^ dz^ 

Stetigkeit dieser zweiten Abteitungen. 

"Wir führen über die Function ä eine weitere Voraussetzung ein: 
Es soll ein Oontmunm existirtn, so dass für je zwei 
beliebige Punkte tc\y',z' uiid x",y",z" dieses Cotitinu- 
ums gilt: 



yGoosle 



wobei A und y. coneiant Mnrf "positiv sind, und p den Ab- 
stand der Punkte bedeutet, 



Nun kann der Satz bewiesen werden: 

TT , ^ .17 . . .d^y d^y dW 

Unter der genannten Voraussetsung sind -r-5, ^— s-, — r^ 

" " dx^ d,y^ dz^ 

stetige Functionen von x, y, s im ganzen Continuum. 
Um diess 7,. B. für ^-^ nachzuweisen , braucht nur die 
Stetig]; eit von 

gezeigt zu werden. 

Wir bezeichnen mit x^ die Dichte in x + zJx, y -r Jy, z + Jz, 
mit X(, die Dichte \sxx.y,z, und mit x die in a,t,c. Femer sei 

7 = V(a — 3^ — ^,i;)ä + (i - _u - J:i/)ä +"(c — z — Jzf. 
Nun ist: 

- TJix + ^.r, y^ dy,e -V- Jz) + E7(,'t;, ^/, s) 

(i)-(S! {(\-m 

wenn man mit ( ß ) den Raum einer mit liadiua R um 
^' + Jx, y + ^)/, 2 + ^^r abgegrenzten Kugel bezeichnet, gerade 
wie unter (ß) eine Kugel mit demselben Eadius und mit Mittel- 
punkt i,y,z verstanden werden soll. 

Wir fühlen emen zweiten Kugelradins R' ein, li' '> B, in 
Beziehung auf wekhen wii dieselben Bezeichnungen (R') und {B') 
anwenden iuf diese Weise erhalten wir: 

~ U {> -\- Ji , y -\- Jy, z + /li) + r{x,ih^} 
=^ jf 1 — Ja -I- hm. Ig — lim. I^, 



wofern 



i = 
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\ji')-(Sl 



(H'l - |K) 

gesetzt wird. 
"Weil nun 






SO findet man 

WO rfl ^ j, 

und [J] <: A. 

Der erste Theil von /r und /^ ist o; der zweite Theil von J3 
und /^ wird mit B' unendlich klein; d. h. man kann R' so 
fcleiii wählen , dass diese Grössen für alle B. Jx, Jy, Jz unter 
einer beliebig klein gewählten Grenze liegen. Dasselbe gilt also 
von Ihn.. Jg und lim. I4 für beliebige Jx, Jp, Jz. Hä,lt man 



nun den Werth von B' fest, so kann eine Grösse b gefunden 
werden, so dass für alle Jx^ äy., Jz., wo 

{Jx\ < S, 

yy'\ < l 

iJz] < ä 
ist, die Differenz 7i — /a kleiner wird als ein beliebig vorge- 
schriebener Werth. Hiemit ist unter der angegebenen Bedingung 
die Stetigkeit von ^, .-„-, - 
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Zweiter Abschnitt, 

Das Fläehenpoleiilial. 



Definition eines Punkts ja tems. 

Ehe wir zu den Plä«heniutegraleii übergehen, 
emige BetrachtimgeQ über Fläche und Flächeninhalt voraus- 
schicken. Einen genauen Begriff von dem Inhalt einer Fläche 
suchen wir auf folgendem Weg zu gewinnen; Wir besehreiben in 
die Fläche hinein eine Anzahl von aneinanderscbliesseaden Drei- 
ecken, welche näherungsweise die ganze Fläche erfüllen, und be- 
stimmen den Inhalt als Grenzwerth der Flächensumme dieser 
Dreiecke, indem wh- diese Dreiecke unendlich klein machen. Um 
der unbestimmten Vorstellung von einer beliebigen Fläche aus- 
zuweicheu, führen wir ein Punktsystem ein, dessen Eigenschaften 
dazu hinreichen, das Vorhandensein der genannten Siunmengrenze 
zu beweisen. Das räimaliche Punktsystem beziehen wir auf ein 



In der Ebene der Punkte u, v seien zwei Punktsysteme de- 
finirt, das der K und das der 2, beide Systeme — jedes für sieh — 
ein Continuum*) bildend. Die Grenzpunkte des Systems der € 
bezeichne man mit (S. Jeder Punkt S und jeder Punkt ® sei 
zugleich ein Punkt Ö, also ein innerer Tunkt des zweiten Con- 
tinuums. Als gemeinsa.n]e Bezeichnung für die S und die ® 

*) Es ist einleuchtend, wie diese Ausdrüelte den räumliclien Verhält- 
nissen analog in der Ebene 'm verstehen sind. 
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benütze man den Buchstaben g. Jedem Punkt S entspreche nnü 
ein bestimmter Punkt des Raums vermöge der Gleichungen: 

b:=ip{u, v), 

wo (p, \p, X endlich, eindeutig und stetig sein sollen, Ferner 
sollen in jedem Punkt S die partiellen Ableitungen 
dff (M,v) . ilif (u,v) 

cpi (w, v) = "^ - , <f2 («> y) = -~nr- ' 



._dxWM 
■-'■'-' dv 

existii'en und als Functionen von u,v stetig sein. Die den Punkten 
6, 8, ®, S entsprechenden Punkte im Raum bezeichne man in 
analoger Weise mit C, i, G, F. 

mache man noch folgende besondoron Voraus- 



1) Zu zwei verschiedenen g aollen stets zwei Punkte F 
im Raum gehören, die von einander verscbiedeu sind. 

2) In keinem Punkt ^ seien die Grossen 

ViZa - VaZit Zi?2 -^7.if\' <f\% ~ y^ä Vi 
alle drei zugleich null. 

3) Die © für sich sollen ein integrirbares Punktsystem 
bilden. 

Das System der Punkte F wird in diesen Untersuchungen die 
Pläche veiiveteii. 



Die e nfiohstc E ^enschafte des Punkt-Jj U » 

Die ndistliegenle Eigensihatt des Systems dei Punkte F 
ist nun die dis jeder Punkt des Paums in des en unendli bei 
Nähe Punkte F ingetioffen weil n d h jedei J i f Itu q'^ 
punkt des Systems nleahfdlls ein Purkt F it Die?s eigiH 
sich leicht aus der Verbindung der beiden Umstände, dass die F 
in stetiger Weise von den ^ abhängen, und dass die ?J selbst 
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die von den F im beweisende Eigenschaft besitzen. Der 8atz, 
den man ausserdem dabei braucht, und der hier noch raekffaeh 
zur Anwendung kommen wird, ist der folgende: 

Ist jedem Punkt eines ganz im Endlichen liegenden 
Punktsystems eine Grösse/ zugeordnet, und kommt/ einem 
gewissen Werth g unendlich nahe, so gibt es mindestens 
einen Punkt — es ist entweder ein Punkt des Systems 
oder ein Verdichtungspunkt desselben — , in dessen unend- 
licher Nähe / dem Werth g unendlich nahe kommt. 
Dabei kann es sich um ein ebenes oder räumliches System han- 
delü. Der Satz gilt auch in ganz entsprechender Weise, wenn 
man jedem Punkt des Systems ein Grösseusystem zuordnet, und 
dieses einem bestimmten Werthsyetem unendlich nahe kommt. 
Aus dem erstgenannten Satz ergibt sich leicht die Existenz des 
Maximums oder Minimums einer in einem Continuum mit Ein- 
schhiss der Grenze stetigen Function des Orts.*) 

Die F und g entsprechen einander wechselsweise eindeutig. 
Ferner ist nicht nur F in stetiger Abhängigkeit von g, sondern 
auch umgekehrt: nachdem man um einen bestimmten Punkt So 
einen Kreis K mit beliebigem Radius in der u, i-Ebene beschrieben 
hat, lässt sich stets um das entsprechende F^ eine Kugel be- 
schreiben mit einem solchen Radius i, dass für alle in dieser 
Kugel liegenden , F die entsprechenden S im Kreis K liegen. 
Ordnet man nämlich jedem Punkt g die Grösse l zu, um welche 
das entsprechende F von Ff, absteht, so muss ; ein Minimum h 
besitzen, wenn man nur die g in Betracht zieht, die ausserhalb 
oder auf Ä" liegen. Diess folgt aus den eben citirten Weier- 
strass'schen Sätzen. Der Punkt g', in welchem das Minimum 
erreicht wird — einen gibt es mindestens — , liegt ausserhalb 
oder auf K; im Raum ist demnach F' Ton F^ verschieden, und 
somit auch h'> o. Nun braucht man nur j < A zu wählen. 

Nun kann folgender Schluss gemacht werden: **| Zu jeder 
Länge t kann eine Länge ( so bestimmt werden, dass für je zwei 

*) Diese Sätze rühren von Herrn Weierstrass her. Der letzte finiiet 
sich z. B. im Borehardt'sohen Journal Bd. Vi, pag. 141 Note. 
*•) VergL Läroth, Math. Annalen Bd, 6, pag. 319. 
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zu den F gehörige, um weniger als t von finandpi a'ibtelifnde 
Punkte die zugehörigen § um weniger als t vun einander liL- 



Einführung nüuer Hilfspunklajsteme. 

Das nächste Ziel unserer Untersuchung ist nun, zn zeigen, 
dass das Gehiet der Punkte fj über seine Grenze hinaus so er- 
weitert werden kann, dass dabei das neue grössere Gebiet die in 
Äi't. 6 mit 1) uiid 2) bezeichneten Eigenschaften behält. 

Zunächst ist leicht die Existenz einer Grösse S^ zu beweisen, 
die so beschaffen ist, dass alle Punkte in jedem mit Radius iJi 
um ein ^ beschriebenen Kreis zu den ß gehören. Nun definire 
man ein neues Punktsystem in folgender Weise. Man wäble eine 
Grösse iS < iSi und denke sieh um jeden Punkt 6 einen Kreis 
mit Badius (i besehrieben. Die Gesammtheit der in diesen Kreisen 
liegenden Punkte — die Punkte der Peripherie liegen im Innern 
von anderen Kreisen — bildet ein Continuum, Jeder Punkt ?f 
ist eia innerer Punkt dieses neuen Coütinuums, und jeder Punkt 
des letzteren, sowie joder Grenzpunkt des letzteren Continuums 
ist ein Punkt S. Die Punkte des Innern und der Grenze des 
neuen Continuums bezeichne man mit iQ. 
Die Grösse 

wo die Wurzel stets positiv genommen werden soll, ist eindeutig, 
endlich und stetig im ganzen Gebiet § mit EinscWuss der Grenze. 
In jedem Punkt g ist li von Null verschieden, woraus man 
schliessen kann, dass der Werth von Ä, wenn man nur die Punkte 
U in Betracht zieht, ein von Null verschiedenes Minimum 3 hat. 
Fetner muss es möglich sein, eine Grösse r < <S zu finden, so 
dass in zwei Punkten .§, die um weniger als v verschieden sind, 
die zugehörigen Werthe von R sieh um weniger als S unter- 
scheiden. Wählt man nun d' < t und bestimmt mittelst S' ein 
neues Continuum, wie wir oben eines mittelst ä bestimmt haben, 
so wird die Eigenschaft 1) für die Punkte dieses neuen Con- 
tinuums und seiner Grenze erfüllt sein D. h. in jedem Punkt 
§', wie wir diese Punkte heissen wollen, ist K von o verschieden. 
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Wir betrachten jetzt zwei Punkte |)', nämlich ^\ und §'a; 
die entsprechenden Punkte im Raum seien £[\ ußd B'^, und 
wir wollen das Verhältniss der Strecken $'1 §'2 und _H"'i H'2 
untersuchen. 

Man habe zwei Punite u,v und M~i-§, i' + ij in der u,v- 
Ebene, Der Punkt «, v sei ein Punkt ^\ '§ und 1^ seien unter 
eiuer gewissen Grenze, so dass u+^, u + ij jedenfalls einen 
Punkt 8 bedeutet; im Uebrigen seien ? und i; beliebig. Die ent- 
sprechenden Punkte im Kaum seien «, b, c und « -h « , /i + ^, 
ß -l-- y ; dann ist 

" — S <f 1 (w. t') + )? <f a (w. v) -V- (, p, 

wobei 

und unter den e solche Grössen zu verstehen sind, die von u, v, 'g, tj 
abhängen und die, abgesehen vom Verhäitniss von ^ und r/, für 
^le M, V im Gebiet §' zugleich unendlich klein werden , wenn 41 
unendlich klein wird. *) 

Wirft man in diesen Gleichungen die Glieder von der 
Form e e ab, so erhält man 

Hält man nun §' d. h. w und v fest und betrachtet g und ij 
als unbeschränkt veränderlich, so stellen diese Gleichungen eine 
Ebene dar, indem der Voraussetzung gemäss eine der Determinanten 
ipiX^ — V'iXi-' Ziya — Za^i. (pi Va " Vs "^1 ™''' Null ver- 
schieden ist. 

Aus eben diesem Grund wird das Weitbsystem a' ^ 0, ß' — 0, 
/ = nur erhalten für g = , 1; = 0. Man schliesst hieraus, 
dass fnr jedes feste m, v, das zu den §' gehört, und für alle ^, ij, 
die der Bedingung?^ + i^s _ ^ genügen, die Grösse a'^ + ^'^ -1- /'^ 
ein Maximum A^ und ein Minimum B^ besitzt, welches von Null 
verschieden ist. Man hat also: 



*) 8. im Anhang: Ueljer das totale Difterential. 
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V«'a + ^'2 + J.-2 > _e V^s -I- ^"3": 

Zu jedem Punkt §' gehört ein .4 uiul ein B. Man sieht leicht, 
dass A und S sich stetig mit ^' ändern, und da diess auch in 
der Grenze gilt, so kann auf die Existenz zweier Grössen M und 
A' geschlossen werden, die so beschaffen sind, dass 

wobei N > 0, 

und die Gleichungen für alle §' und alle |, ij gelten. jV ist das 
nothwendig von Null verschiedene Minimum von B im Bereich 
der .p'. 

Die letzten Kelationcn betrachte man im Zusammenhang mit 
o = «' + (/e, 

ß-^ß' + e^'. II- 
r = y' + ?'■■ 

Bedenkt man, dass 

«' < coiisi. p u. s. f. (nach 1.), 
so kann aus II. hergeleitet werden 

wo f wieder auf dieselbe Art mit p unendlich klein wird. Also ist 
V«> + ^' + ,« = V«-+,?'? + /' (l +jitr|r,— ^ <.)'. 
wofern n'^ + ß'^ -t- f^ von Null verschieden ist. Nach I, ist 
diess der Fall, wenn ^ und ij jiieht beide iiuU sind; dabei ist 

aber nach I. auch --„- --„- eine Grösse, die unter einer 

a'^ + ß-^ + y-^ 

festen Grenze und über einer von Null verschiedenen Grenze 
bleibt. Somit: 

Y^+"ß^^ = y^a + ß-^ + /3 (1 + e) 111. 
Wenn daher für | und ij eine obere Grenze von genügender 
Kleinheit festgesetzt wird, so sind stets die Prmkte «, b, c und 
a + a, b + ß, V + Y von einander verschieden, so oft g und ij nicht 
beide null sind. 

Wir können also auch eine Grösse s wählen von der Be- 
schaffenheit, dass für je zwei verschiedene Punkte ^', die um 
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weoiger als s von einander abstehen, die zugeiiöiigeii H' noth- 
wendig veracMeden sind. Wir wälilen ferner zwei positive Grössen 
t und IV, so dass \-\-%vj < s, sonst beliebig. "Weiter wählen wir 
eine Grösse (, so dass für zwei F, die «m weniger als ( von einander 
abstehen , die zugehörigen fj einen Abstand < t besitzen , und 
endlich eine Grösse «r < w von der Beschaffenheit, dass für zwei 
Punkte §', die um weniger als a von einander abstehen, die 
Distanz der zugehörigen H' kleiner ist als --, 

Denkt maa sieh jetzt um jeden Punkt S einen Kreis mit 
demselben Radius 3" < <r und definirt so ein neues Oontimuim, 
dessen innere Pnnkte und Grenzputikte mit §" bezeichnet werden 
sollen, 30 kann man beweisen, dass zu verschiedenen §" auch 
verschiedene H" im Eaum gehören. 

Beweis i 
Gesetzt, man habe zwei Punkte §", nämlich ^"i und §"2, 
deren entsprechende Punkte im Raum in dem Punkt ,//" zu- 
sammenfaUen. Nun lassen sich doch . zwei Punltte tJi und ^3 
finden, so dass die Abstände von §"1 und ^i und von §"2 und 
ga kleiner sind als a, weil S" < a. Fi und F.^ seien die zu- 
gehör^en Punkte im Raum. Die Distanz von Fi und H", so- 
wie die ¥on Fz und H" ist also < -1 , die von Fi und F^ ist 
also < i, und somit der Abstand von gi und §2 kleiner als t. 
Weil nun 

so ist der Abstand von 5>"i und ^''^ 

< t ■+■ 2w, 

diess ist aber ein Widerspruch. Die den Punkten |)"i und ^-^ 
entsprechenden Punkte im Eaum können also nicht zusammen- 
fallen. Das Gebiet der $" hat also die verlangten Eigenschaften; 
die §" und H" entsprechen sieh wechselsweise eindeutig, woraus 
(nach Art. 7) folgt, dass auch die Lage von §" eine stetige 
Function der tage von H" ist. 
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Die Tangentialebene. 

Die im Vorhergehenden gegehenen Entwicklungen enthalten 
schon alle Eigenschaften der Tangentialebene. Bedeute u, v einen 
festen Punkt ^", also §"o , w + 1 , v + tj einen veränderlichen 
Punkt §" in der Nähe desselben. Die Coordinaten von H"f, und 
H" seien a, b, c und a + «, h + ß, e + f- ferner seien a -i- «', 
b + ß', c + y' die Coordinaten eines Punkte T; «', j3', }•' wie oben. 
Dann sind in den Gleichungen II. 

K = «' 4- (ie u. s. f. 
die mit fje bezeichneten Grössen die Componenten der Strecke 
T—> H-. Ferner 

Die Grössen TTir^^r,, — ^ '^"^'^ "iT/T ~m werden also nach I, 
II und III mit p unendlich klein, also auch der Winkel der 
Strecken R"^ —> Ji" und //"„ - > T, und der Winkel von ff"» ^H" 
mit der Ebene, in der a + a', b -\- ß', c + y' liegt, und die durch 
die Gleichungen 

a' — ^g^'l {w.'')-l'i!<fa(w.i')' 

gegeben ist. Biese Ebene ist also eine wahre Tangentialebene. 

Weil nun immer ^ unendlich klein wird, wenn H" dem 
Punkt .^"0 unendlich nahe kommt (Art. 7, 8) , so kann man 
diess auch so aussprechen: Nachdem man eine gewisse Grösse c 
gewählt hat, kann eine gewisse Umgebung von //"o gefunden 
werden, in der kein Punkt P des Raums, für den der Winkel 
von H"ti—'P mit der Tangentialebene in /i"o grösser ist als i-, 
zu den Punkten H" gehört, abgesehen von S"o selbst. 

Die Eichtung der Tangentialebene ändert sich stetig mit dem 
Berühningspunkt; es sind ja ipix^, — '/'aZn Xi9'a"Za9'i ""^ 
fpi V2 ~" 92 % ^^^ ^^'^^ stetig ändernden Componenten einer auf 
der Tangentialebene senkrecht stehenden Strecke, die iü keinem 
Punkt §" verschwindet. 



y Google 



Wir betrachten nun einen bestimmten Punkt unserer Fläche, 
und zwar einen innern, also einen Punkt C; man hezeichne ihn 
mit Ca. Dev zugehörige Punkt der m, i-Ebene sei Kq, ;«, ?/, j 
oder {w) sei ein beliebiger Pmikt des Eaums. Nun esistirt ein 
Punkt, in deua dev Abstand {x) F sein Minimum erreicht. Wegen 
der wechselseitig eindeutigen Beziehung zwischen den j^ und den 
F ist Co nothwendig von jedem Punkt G verschieden, und der 
Abstand Co ö hat für alle ö ein von Null verschiedenes Mini- 
mum k. Nehmen wir nun (x) von G^ um weniger als h ent- 
fernt an, so kann der Punkt, in dem (x)F sein Minimum er- 
reicht, nicht zu den G gehören, es ist also ein Punkt G, der 
mit Co bezeichnet werden möge. Dann ist aber (.r)--^t?'o senk- 
recht auf der Tangentialebene in (7'o. Gesetzt, diesa sei nicht 
der Fall, so definiren wir in Beziehung auf C'a zwei Punkte C 
und T, wie wir oben ^" imd T in Beziehung auf §(," bestimmt 
haben. Man kann dann leicht sehen, da9s((i!)r Meiner gemacht 
werden kann als (a?) C» für beliebig kleine H, ij , wenn das Ver- 
hältniss der letzteren Grössen entsprechend gewählt wird. Weil 
dabei die Differenz der Strecken {x) T und {x) d, gerade von 
der Ordnung von Y^g^ -h 7;^ wird, und die Ordnung von CT 
kleiner ist, ist leicht zu sehen, dass dann auch {x) ü kleiner wh-d 
als {x)C"o. Diess widerspricht aber der Annahme, dass (a;) t"o 
ein absolutes Minimum ist. 

Nicht ganz so verhält sich die Sache, wenn wii' einen Punkt 
Gq , also einen Punkt der Grenze unserer Fläche in Betracht 
ziehen statt des vorhin gebrauchten Cq. Hier wird das Minimum 
unter Umständen in der Grenze erreicht, und dann können J und 
1/ nicht beliebig variirt werden. Nun haben wir aber in Art. 8 
gezeigt, dass das Punktsystem der 3^ so erweitert werden kann, 
dass es seine Eigenschaften behält, ausser der dritten, der In- 
tegrirbarkeit der Greuzpunkte, die wir hier nicht brauchen. Für 
das Gebiet §" ist ®o ein innerer Punkt, und nun gelten dieselben 
Schlüsse. Zu jedem (x) in einer gewissen Umgehung von Gq 
kann also wenigstens ein Punkt §" gefunden werden, so dasg 
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iT"^(a:) eiu MinimuiQ irad Dann steht H i{x) senkrecht 
auf der Tangentialebene ia H', und weil offenbar {c)Il" <i(a:)Q,t, 
und somit H" Öo <C 2 (a;) G^ ■^o kommt // dem G^ , nnd ^" 
dem ®o unendlich nahe, wenn {') imendhih luhe an (?o heran- 
kommt. 

11. 

FUcheninlialt. 

Wii können mmmehi den rUuheiiinhilt in lei ^thin ei- 
wähnten Weise defimien doch muss die Theilung n}ch einii 
Beschiankung unteiwtrfen werden 

Wii gebiauchen hiei ■medei imsei Hüfagebii't den Beieah 
der ^ 

Nachdem min eme beliebig kleine von Null veischiedene 

Gtioase r festgesetzt hat kann man fönenden Satz au&sprechen 

Wenn dte> PuiJite^ etn miht Virsthwtndendis Dreieck 

J bilden, tn dem kein Winktl ^ ji — x it, so kl t da», 

diesem Dreieck entsprechende Dreieck d im Raum'^) sich 

dem Inhalt iiach in der Form 

d = B.J{\ -\-e) 
ausdrücken; dabei soll 

^ = VCfjZiä—'/^s Zi)^ + (Zig^a-Z3 (/:)' + (<fi</'a-(/ai/'i)' 

sein, und <,■ bedeute — hier und im. Folgenden — irgend 

eine Grösse, die unter einer beliebig klein gewählten. Grenze 

liegt für alle Dreiecke J der genannten Beschaffenheit, 

deren Seiten kleiner sind als ein genügend klein ange- 

nommen(r Werth. 

Wir können dabei für li den Werth der genannten Wurzelgrösse 

in irgend einem Punkt des Dreiecks J oder seines ürafangs 

nehmen. 

Beweis: 
Derjenige Eckpunkt des Dreiecks J, der zum grössten Drei- 
eckswinkel gehört (wenn zwei Winkel gleich sind, wähle man 
irgend welchen), werde mit v, v bezeichnet, die beiden andern mit 

*) d. li. das von den drei entsprecli enden Punkten gebildete Dreieck. 
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u + ^,v + ti lind u + ^, V + 7}. Die entsprechenden Punkte im 
Raum seien («, b, c), (a -h a, b + ß, c + /), {a -i- a, b -\- ß, c + y). 
Setzt man noch 

so ist: 
ebenso : 

Die e haben die Eigeiiscbatt welche wir m t liesei Bezeithnuiit» 
verknüpfen. I)a ja « i im G-ebiet der si bleibt kdnn man 
jedes solche e fui sammtliche u i iuglei h «ntei emen leliebig 
kleinen Werth henbmmlern durch Fe^t'^etzung emer genügend 
kleinen tfrenze ftir g unl jj *■) 

Der Inhalt dei Piojeitcn von d aut lie ( l Ebene ist 
i[«^ - ^ß] - ,tegi + vf^ + ä/«-) (- Vi -H 'i'/- + e ) 
- (|(pi + T^9>a + e^) (SV"! + »/V^a + Qeß. 
Lassen wir die Gheder von der Form ppe, p^e, pj;^, ^^e «nd 
[ir^f^ weg, so bleibt 

= li<fi^i — '/■a'/'i) '£*? — ^^)1- 
Bedenkt man nun, dass 

so sieht man, dass die weggelassenen Glieder alle aui die Form 
(ji-e gebracht werden können. Weit ferner 

so erhält man: 

*) S. im Anhang: Ueber das totale Differential. 
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Der Winkel bei u, v ist min ^ ji 
ja der grösste Dreieckswinkel) ; q und p sind die an ihm anliegen- 
den Seiten; somit ist ^ eine Grösse, die eine feste obere und 

eine von Null verschiedene untere Grenze hat. Also ist aus der 
letzten Gleichung zu folgern, dass: 

indem <pi, i/Jaiya,*!;! unter endlichen Grenzen bleiben. Addirt 
man die letzte Gleichung zu den beiden analogen, so erhält man 

Weil nun H eine von Null verschiedene untere Grenze hat, so 
lange w, v im Bereich der '^" bleibt, so kann man folgern 

d = JU{\ +e), 
was zu beweisen war. Der Ableitung gemäss ist hier für li der 
Wertb im Punkt u,v zu nehmen; indem aber R in einem über 
den Bereich ^" hinausgehenden Gebiet stetig und von Null ver- 
schieden ist *) , sieht man leicht, dass 

B = Äi (1 -+- ö) 
ist, wenn Ri den Werth von R in u, v bedeutet imd R den in einem 
beliebigen Punkt des Dreiecks J. Es ist also gleichgiltig , wo 
wir den Werth von U nehmen. Auf Grund des eben Entwickelten 
erkennt man leicht: 

Thtilt man die Ebene u, v in Dreiecke J, von denen 
keines einen Winkel >■ jr — r hat, sucht zu jedem J, 
welches ein 3 enthalt, das zugehörige d im Raum, so 
gibt die Flüchensumme der d für unendlich kleine Drei- 
ecksseiten einen Gremwerth, den Iiüialt der hrmnmen 
Fläche^ und dieser ist nichts anderes als das Integral 
f/R du dv über das Gebiet der fj. 

Die Örenzpunkte ® wurden ja als integrirbares Punktsystem 
vorausgesetzt. 



*) Man kann ja das Gebiet der §" erweitern {Art. S 
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Definition des I 
Die Bedeutung von 



V[.,y,,):.-f^ 



dw 



wo dw das I'lächenelement , x die Fläehendichte in demselben, 
r den Abstand des Punktes a;, y, z oder (x) vom Element be- 
deutet, bedarf nunmehr kaum einer weiteren Erörterung, wofern 
der Punkt {wj nicht auf der Fläche liegt, d. h. nicht zu den F 
gehört; der Abstand {aij — > F hat ja in diesem Fall für ein con- 
stantes (a;) und veränderliches F ein von Null verschiedenes Mini- 
mum. Die Theiluügen sind in der u, »-Ebene auszuführen, x soll 
als Function von u, v eine Integration im gewöhnlichen Sinne 



Dabei ist aber zu bemerken, dass alle unsere Operationen 
ind von der Darstellungsweise der Fläche, von den 
Functionen (j, tp, i, von der Art der Beziehui^ des räumlichen 
Punktsystems auf ein ebenes. Wir handeln hier nur von Punkt- 
systemen, die in der angegebenen Weise auf ein ebenes System 
beziehbar sind, was jedoch in jedem einzelnen Fall, wo es über- 
haupt angeht, auf unendlich viele verschiedene Arten möglich ist. 
Wir haben die Punkte F in die C und die G unterschieden 
und der Kürze halber manchmal die Ausdräcke innere Punkte 
und Grenzpuntte gebraucht; diese Unterscheidung beruhte aber 
ganz auf der Beziehung des Punktsystems der F auf ein ebenes 
Continuum imd seine Grenze. So wie wir unsere Definitionen ge- 
fasst haben, braucht diese Unterscheidung nicht einmal immer 
gleich auszufallen für dieselben Punkte j!'', wenn sie auf ver- 
schiedene ebene Continua bezogen werden. Man brauchte z. B. 
nur bei einer neuen Darstellung einen innern Punkt auszunehmen 
und zum Grenzpnnkt zu machen; obwohl diess nun hier ohne 
Bedeutung wäre, so sieht man doch, dass die Definitionen andeis 
gefasst werden niüssten, wenn der Unterscheidung der F in die 
C und (? eine Berleutung gegeben werden sollte, die unabhängig 
ist von der Darstellung. 

Was hier allein von Interesse ist, ist der Umstand, dass der 
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Flächeninhalt, die gesammte auf der Flä«he ausgebreitete Masse, 
das Pläcbenintegral sieh als unabhängig von der Darstellungs- 
weise herausstellen, wie schon die vorhergehenden geometrischen 
Betraßhtungen veminthen lassen. Man ist berechtigt zu folgen- 
der Aufstellung: 

Man denke sieh alle bis jetzt getroffenen Bestimmungen 
in doppelter Weise durchgeführt. Man habe eine m, ii-Ebene 
und eine u', »/"-Ebene , Punktsjsteme g, S, ©, t)f in der w, t- 
Ebeue, ©', 2', ©',?(' in der u',i/-Ebene; auf diese letzteren 
Systeme beziehe man mit Hilfe der' Functionen (p, xp, x, 
beziehungsweise tp', ip', %' tlie Punktsysteme C, L, G, F 
und C, L', <?', F' im Baum. Alle Punktsysteme, alle Func- 
tionen durchaus mit den früher geforderten Eigenschaften. 
Nun sei jedes F zugleich ein J", und jedes F' zugleich 
ein F\ dann erhält man beide Mal denselben Flächeninhalt. 
Ordnet man ferner jedem Punkt F oder F' des Raums eine 
Grösse x zu, so kann x sowohl als Function von u,v, als 
auch als Function von u', v' betrachtet werden. Wofern nun 
X als Function von u,v betrachtet eine Integration im ge- 
wöhnlichen Sinn zulässt, so ist k auch integrirbar als Func- 
tion von u\v'\ bezeichnet man femer mit B' die der Grösse 
R entsprechende Grösse, so gilt die Gleichung 

ffx.f.Rdudv^ffxf. R' . du' dv' 
für jede stetige Function / der Lage von F. 

Diese Behauptungen können strenge bewiesen werden. Es 
möge gestattet sein, diess hier nur beiläufig zu erwähnen, um 
nicht den Umfang dieser Nebenuntersuchungen über alles Mass 
wachsen zu lassen. 

Gehört der Punkt (.t), in dem das Potential bestimmt wer- 
den soll, selbst zu den F, so ist das Integral / _ ein ua- 

eigentliches und ist in der bekannten Weise als Urenzwerth eines 
Integrals über ein den Punkt {x) nicht enthaltendes Flächengebiet 
zu definiren. Die Existenz dieses örenzwerths, sowie die Stetig- 
keit des Potentials in einem Fiächenpunkt kann man durch eine 
bekannte Schlussweise aus der folgenden Thatsache herleiten: 
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Man kann um den festen Flächenpunkt Fq herum ein 
kleines Gebiet ao abgrenzen und die Variabilität von a:,^,s 
auf eine so kleine Umgebung von F^ beschränken, dass 

I erstreckt über einen Theil des abgegrenzten Flächen- 
gebiets kleinei' imrd als eine beliebig vorher geiuählte 
Grösse für alle x, y, z der festgesetiten Umgebung von Fi, . 
Dabei kann der Punkt a,', i/, 2 oder (x) auch ein Flächenpunkt 
sein, nui' mnss er dann aus dem Fläehentheil, über den integrirt 
wird, ausgeschlossen ^eln. 

Um diess zu beweisen, nehmen wir einen Punkt §", der so 
beschaffen ist, dass {x)2I" ein Minimum wird, also {w)- ^M" 
senkrecht steht auf der Tangentialebene in H". Es gibt ja einen 
solchen Punkt mindestens, wenn (pr) gentlgend nahe bei Ft, an- 
genommen ist Die Cordinaten von §" H" i t>n9ü {u ) 
{a,l ) ( -\- fi I -h ß c + y) die ( ootdinateti les dem Punkt 
du m der i Ebene ents]. rechenden Punktes seien w + ä i + jj 
Die C mj onenten von H seien / un 1 die L nge 

Weil nun sj inendlich nahe an So ('i^i ^^m F entsjiechen 
den Punkt m der Pbene) herinkommt wenn ( ) dem Fq un 
endhüh sich nähert (s i) so kann min duich BeschiTOkung des 
Gebiets für d und des Gebiets fm (i) um F^ heium erreichen 
dass "= und »^ eine beliebig klein voigeschnebeiie Grenze nicht 
übeisteigen und wii können s) unseie Diffeienti^oimeln benutzen 
Dei Äbbtanl von 7 imd {1) ist 



Nun ist aber 

y ~Y + Q'u 
wo e = VS^ + */^' 

und a% ß\ y' die früher gegebene Bedeutung haben , und die e 
mit I und tj in der angegeiienen Weise iiiiendlich klein werden 
(s. Art. 8). 
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Somit ist 

r^ = r^ + 2 (w'a' -h p' ß' + z'f) + «'^ + /S'^ + /^ 
abgesehen von Grössen der Eorm x' Qe, y' q c, i^' p f', «' ^ r, /3' ^ c, 

Weil nun nach Art. 8, Gleichnng ]. 
a- <.Mq U. 8. f., 
80 folgt, dass die Grössen «'ge, jS'pe, j-'^ie auf die l'orm p^c 
gebracht werden können. Die Grössen x' p c, y' e e, 2' ß c kanu 
man auf diu Form -zqc bringen. Bedenkt man ferner, dass 

weil die Strecken, deren Componenten x'. y\ z' und a\ ß', f sind, 
auf einander senkrecht stehen, so erhält man 

r^ = T^ 4- a'^ -V- ß'^ -\- /^ + qxe + q^e. 
Wir setzten fest, dass, wenn (.-c) ein Flächenpunkt ist, dieser von 
der Integration ausgeschlossen werden solle. Wenn also x = 
ist, so ist g = 0, r^ = und also auch a' = a, ß' =-,o. / = 
auszuschliessea; d. h. t^ -i- a'^ + ß"^ + y'^ ist nirgends null im 
Integrationsgebiet, kann aber beliebig klein werden, wenn wir 
x,y,z und das Integrationsgebiet variiren. Es ist also 

, = V?~«-Tr + ?> (1 - -^,^^^. . .)'■ 

Nach Art. 8, Gleichung I ist 

„-a + ^'a + j-'S^jV^t-«; 
hieraus ist leicht zu folgern, dass auch 

t'^ -h a'^ + ß'^ + /^^ consi. (ii: 

dass also -^ -~- — 4", ts stets unter einer feston Grenze 

bleibt. Also ist 

5- z^ V ir« + a'^-h ß'^ + /^ (1 + e). 

Wir brauchen hier nur den Umstand, dass r > const. \t^ + if' 



(Vergl. Art. 8, 1). Das Integral jp?:^! 



ist dasselbe 1 



I - , welches wii' zu untersuclie)i haben, x und A' bleilieii 
unter endlichen Greir/.en. 
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was unendlich klein wird, wenn man den liitegrationsbereicli a\if 
ein HTiendlieh kleines Gebiet in der Nähe des Nullpunkts be- 
schränkt. 

V {x, y, ^) ist also eine in jedem Punkt des Rauw^ 
eindeutig deßtürte und stetige Function von x,y,z. 
Das Punktsystem der F, das wir hier zu Grund gelegt 
haben, entspricht eigentlich nur einem Flächenstück. Das was 
man gewöhnlich mit einer stetigen Fläche meint, wird aus einer 
endlichen Anzahl von Punktsystemen, die unseren Bedingungen 
genügen, sich zusammensetzen lassen; Singularitäten bleiben da- 
bei ausgeschlossen. Das Gesammtpotential ist dann auch stetig 
als Summe der Einzelpoteatiale. Die Eigenschaften des Gesammt- 
potentials lassen sieh aus denen der Einzelpoteatiale ableiten, so 
dass nur diese betrachtet zu werden brauchen. So wie wir den 
Flächeninhalt und das Flächenintegral definivt haben, wäre frei- 
lich eigentlich erst zu zeigen, dass bei den verschiedenen möglichen 
Arten eine gewöhnliehe Fläche in Stücke zu zerschneiden, welche 
den Bedingui^en genügen , immer dasselbe herauskommt. So 
selbstverständlich diess auch scheint, dürfte doch ein sti^engei' 
Beweis hiefür ziemlich schwierig und umständlich sein. Wir 
beschränken uns iiier auf die Betrachtung des Potentials, welches 
herrührt von dem Punktsystem der F. 



Die ersten Dit'fereiitiiihiuotienten des l''U('hcn|iotentials. 

Das Verhalten der Function im äusseren Kaum erheischt 
keine neue Untersuchung ; man kann in der Umgebung jedes 
Punkts die Function nach Potenzen entwickeln, 

4V dVdV 
dm dy 
wenn wir den Punkt x^y^z oder (a?) imendlieh uahe an eim 

*) Dieses Integral wie alle folgenden ähnlichen ist natürlich als u 
anfzufiisseTi. 
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Elächenpuükt F^, heraiikommeö lassen? Diese Präge findet man 
sonst nur fiir den Fall beantwortet, dass {x) sich auf der in F^ 
errichteten Normale bewegt. 

Der Punkt F^, ußd der zugehörige Punkt go sei fest. Wir 
fixiren ferner eine positive Grösse ff, so klein als wir wollen. Nun 
kann man (vei^leiche Art. 9) für den Punkt {x) eine solche Um- 
gebung von Ff, vorschreiben, dass (a;). so lat^e es in dieser Um- 
gebung bleibt, immer von den Fläehenpunkten und von den 
Punkten der nächsten Fortsetzung der Fläche (den jH"") verschie- 
den ist, wofern die Veränderlichkeit von {,«) ausserdem noch der 
bescliränkenden Bedingung unterworfen ist, dass (,(,■)— ?Fo mit 
der Tangentialebene in F^ einen Winkel > er macht. Dann 

dV dV dV 
haben —,-—,-— in {x) stets eine Bedeutung. Sind ferner 
dx dy d2 

ut,,vt) die Coordinaten von ^o, und ai),io,C|) die von F,,, ferner 

«0 + «1 to -T" 1^1 ''0 + ?■ die von dw, und mq h- |, -t'o -i- i^ die des 

dem di.v in der M,v-Ebene entsprechenden Punkts, so ist 

dx J r^ JJ r'' 

u,i,Vi„a,j,ba,Oü sind fest; ^,7j,a,ß,Y sind variabel. 

Wir müssen nun über die Dichte und über die Fläche neue 
Voraussetzungen einführen : Wir bezeichnen mit xq die Dichte in 
Fo, mit d den Abstand des veränderlichen Fläcbenpunkts F oder 
dui von Ff,. 

Nun sollen twei positive constuntc WiTthu A und ff, 
tx'htiren, so dass 

für alle F in der Nähe v<m F„. 

WeU nun mit FF<^ auch g^o — Vl^ -1-1;^=^ unendlich 
klein wird (e. 0.), und somit für genügend kleine FF^ odw d 

der Werth — = -^r^ endlich und über einer von NuU verschie- 
denen Grenze bleibt (Vergl. Art, 8 und 9), so wird auch 

fx — Kfj] < consJ. ?'' 
sein für alle F in einer gewissen Umgebung von Ff,. 
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Für die Fläche stellen wir folgende Bedingung auf: 

Es soll eine Darstellung derselbe^i eitisUren von der 
Besehafenheit, dass [ff {uo + 1, % + >j) — ^ («oj ^'o)] < -4 p '' 
für aU S Vj uite etner aei <zssen Grenzt wöbet iviedei 
Ä und {i CO istant sind und a jede df seol s Fi ictiontn 

Hiebei i&t zu bemeiken das'' wenn F d li als "5 m de 
trreazi. hegt was nicht ausge&rhlo sen ■^ein 11 iie BedingiiOj, 
für die <pi ^2 u a f aith auf alle ? t] von einer gewissen Kleinheit 
also auch auf die Fortsetzung da Flache ei-str ckt die Beding 
ung für X soll eifullt sein dmch lle & *y fui welche n -^ ^ 
(-u + *; ein Punkt ^ i^t 

Glossen die m liesu 'Weie wie eine jjositue Potenz von 
(> HnenUith klein werden >e/eichnen wii mit t Im Folgenden 
kommen Gnssen t \o lie nicht nm von t i^ ^onJem auch von 
(3.) abhängen m diusem Fall meinen wii Glossen die fui alle 
ij \(ia einei gewissen Kleinheit und fui alle { ) emes gewissen 
beruch um F iiPium kleiner bind als J.^' wo -i uid (t von 
t jj und ^on ( ) nnabbtinnig sind 
Nin ilt ) 

9 ( + i 1 + ^) </ ( . ) 
= ^(Pj (Mn,V(,) + ^ (fi (Moit'o) + ee. 
entsprechend für tp und %. In den in Art. 8 angewiindten l!e- 
zeichmmgeu hei^t diess: 



Man bezeichne nun mit a:\y',z' die Componeuteii und mit 
r die Länge, von ä;-^jPoi 8<* ist 

r = y (^+ 7ÖM=^ + 7P +17 + yY _ 

ähnlich wie im vorigen Artikel, nur dass hier s steht statt t-, 
und dass nun ufa' + y'ß' + z'y' nicht null ist. 

*) Vergl. ilen Anliaug. 
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Die Grösse ■ i=!i±- = — -^~ ist dei' üos. flas Winkels 

dev Sti'ecken mit den Coniponenten .r', y\ g' und «', ^', )•'. I)ie 
letzte Strecke liegt in dev Tangentialebene, und der Winkel bleibt 
also stets um ein Endlicbes von o und n verschieden. Also ist 

wo (? eine feste positive Grösse bedeutet. 

X ist nie null, denn wir nehmen stets (a) von I\ verschieden 
an. Die letzte Ungleichung wird also nur illusorisch, wenn 
«' = 0, ß' = ö, / = o; in diesem Fall bleibt sie aber in der Form 

\_x-n- + y-ß- + l'y'] < (1 — S)i:VJ^+P+y^ 
bestehen. Wir haben ausserdem die für beliebige Grössen giltige 
Relation 

T^ + ct''^ + ß-'^ + /^ > 2 r V^+ ^'ä"+ y'K 
Multiplieirt man die letzte Ungleichung mit {1 — S) und zieht 
man die mit 2 niultiplieirte vorletzte Ungleichung davon nh, so 
kommt: 

(l_J)(,. + „.!-l-^» + ,.=) _ 2[a-V+y/!'+-//J>„: 
umsomehr ist 

(1 _ ^)(^2 + „-2 + ^.2 ^ y^) .H 2Gl-'«' +./^ + ^'/)>0. 

Also 

T^-ha-^ + ß"-^+Y''' + ^(^'^'+?/ß' + ^'y')>H'^^ + <*'^^ß"'+7"') 
und also auch > ooiist.{e^ -\- q^), 

wo comi. von Null verschieden ist. 
Setzt man für den Augenblick 
rS + «'2 -|_ jS-a -,, j,'2 + 2 {x'oc' + y'ß' -\- s'f) = l^'. 
SO ist irvon Null verschieden und > const.{r'^ + it^)\ 
ferner r = '\fW + (>ts+ ^^e, 

also , = VTr(i + «'-+-«-%)i 

= V1f(1 + e), 
da - „. iiiitur eilier endlichen Grenze bleiljt. 
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Wir erhalten also: 



= Vi'c' + a-y + {:;/ + ßv -r {.' + rr + '^). 

Ausserdem ist 

X = Ko + e (s. ö.)i 
und B ~ Br, + e, 

wenn i^o den Wertli von R in wo.i'o bedevitet; die letzte Glci- 
cliung folgt aus dem Verhalten der yj , cpa . . - . 
Ana diesen Relationen und ans 

n — a' + ge lind >!'> const. (v'^ + [/'') 
ist nun leicht zn folgern: 

aind für alle der genannten Bedingwvj genügenden (a;) 
unendlich wenig von einande^^ verschieden, werm das Qe~ 
biet der ?, ij, worüber vAv integriren, unendlich klein ge- 
nommen wird; 
die weggelassenen Grössen sind 



< conat. 



fh 



erstreckt über ein unendlich kleines Gebiet um ^ -■ o, rj = o 

herum. 

rr (a^ + a' — w) dS dTj 

Das Integral k» 7^» / / y-?= — .-r-.r- - ■■ . ■■■-■■ - .— . - ^ - .-.^-v^ö 

kann gedacht werden als herrührend von der gleichförmig mit 
der Dichte xq belegten Tangentialebene, und zwar ist das Stück 
derselben zu nehmen, welches gegeben ist dnreh die Gesammt- 
heit der Punkte a^ + k', ha + ß', co + /; dabei sind diese letz- 
teren Punkte bestimmt durch 

ß' =i'i'ii'>ta,vo) + tnpz{'>toiVa), 

i '■= in (mO)%) + »;x3 Kr"»). 

wobei alle g, ij zu nehmen sind, wofür «o + ^, v^ -+ ij ein Punkt ts 
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des Integrationsgebiets von f f -^— 
wir iinendiieb klein aus dem ganzen Uebiet der g heiausschneiden. 
14. 

Fortsetzung. 
Annäherung an einen inneren Punkt. 

y\\i wollen zunächst annehmen, ^„ t-ei ein inneiei i'unkt 
aho ein Punkt U Man kann nun tolgenden iiichluba niAchün 
Man denke sich ein endliches Stück dei langentialebene m Fq 
ahgegienzt, fui viekhes F, ein mnerei Punkt ist Diesem Ötutk 
sei mit Ma^'ie von dei gleichförmigen Dichte x^ belegt und V 
sei ihr Potential Dann wnd wenn (t) dei fiuheipn Bedingung 
m Beziehung auf die Tangentialebene genügt, durch Beschidukuni 

von (£> auf eine gewisse Urngsbung \on t^ 'liß Diffeienz — — 

so klein gemacht werdpn können, dK man will Es näheit -iieh 

dV ilV 
a^ü auch -j- — -.- einem liestimmten <Tien/weith, wenn nun 

(i) aut ugend einei festeii geiaden Lmie dem Punkt lg ^i>-h 
nahein lasst, wofern diese Lmie mit dei Tangentialebene einen 
Winkel >r macht, und zwai ist diesei t>ien/werth deiselbe fui 
alle diese geiaden Linien Da aber i ursyiünglich m5 klein ange- 
nommen weiden konnte, als man wollte, ''O eihalt man denselben 
(jrenzwerth fui jede besondeie Geiade, die nicht in dei Tangen- 

rfl -"' 

tialebene liegt Dasselbe gilt \ — 

ilV 
dt' 

■ dV dV „ , . dV . . dV . , 
Tt = dx "'' ^'"'^' - -cly '"' ^''^> + T. '-''' '^'^^ 
in {a:) gilt, welibes bei dei Annäherung immet ein aussein 
Punkt bleibt. Wii haben damit das Pioblem Aai den Fall einu 
ebenen Fläche reducirt, bei dei wir ubeidiess die fiandkuive lie- 
liebig wählen düifen Diesei Fall ist leicht zu erledigen duirh 
Verwandlung des lutegials m ein Eandmtegial,*) oder man vei- 

•) S. Clawsius ä 4iifl i^ 2b and ^ 2< 
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gleicht ihn auf die eben angegebene Art mit dem Fall der Kugel. *) 
tJnterscbeidet man also eine positive «nd eine negative Normale 



auf einer nicht in dev Tangentialebene liegeni\en Geraden t' mit 
( "Ät ) """^ ( ~~n ) ' J^ nachdem t' mit der positiven Normalo 
einen spitzen oder stumpfen Winkel büdet, so ist 
{'dV\ /-dV^ , 

wo i. den Winkel der positiven Normale mit -!- t bedeutet, 
dV 



werth auf der Normale u kann kein Schluss gezogen werden auf 
dV 
dt 



dV 
die Existenz des Differentialquotienfcen — hu Pmdct J-'^ selbst. 



dV 

wohl aber aus der Existenz eines Grenzwerths von -rr bei der 

dt 

Annäherui^ an Fq auf einer aus i^o in der Richtung -H ( selbst 
gezogenen Geraden. Bedeutet also f eine nicht dev Tangential- 
ebene parallele Richtung, und t" (lie entgegengesetzte, so hat 
man in Ft, selbst einseitige Differentialquotient«n, und es ist 

dV dV , 

i ~ — 4 rt xq cos V. 

dt' dif' " 

wo V den spitzen Winkel der Normale mit ff oder ff' bedeuten soll. 



Verhalten in «iieiidliclioT Nälii 



Jen gelten, wenn 3^o ^in Pmikt ®, ein 
Punkt der Grenze des in der m, i'-Ebene definirten Continuums 
ist. Wir vergleichen auch in diesem Fall das Potential F mit 
dem Potential V, das herrührt von einem mit gleichförmiger 

') Diese Betrachtmig führt Herr C. Neümann in seinen ,Untersucliungen 
über das logatithmiaohe und Newton'sche Potential' an als .einötcbste, doch 
nicht strenge' Art der Herleitnng des ljekiinnt«n Satzes für das Mäehcn- 
potential. Durch diese TJntersuchnngen wird die Betrachtungsweise m einer 
strengen gemacht. 
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Dichte lii-legtf n Theil ilw liiifftiitialelieiii Üiese'i let/We GeliiLf 

köiinen wu /. B dadurch btbtimmen das-i wii iu sammtlichtii 

Punkten ug -v ; ?o + »yi weicht, zu den j? gehuren uns die zu 

^ehoiigen Punkte u^ + u Z , + /S , i , + / dei Tangentialebem 

denken, wtlihe duich sie niittelut dei fileichungen 

«' = tyi + >j<f^ n s t 

gegeben sind 

Wii machtn nun tihei die Hetichaäenheit des Bcieichs dei 

g im Gienzpunkt g'o eine iieui Voiaussetzung 

Es BMstire in der ", » Ebene eine feste duicli jjo gehende 

Gerade s, deren positive undnegitne SeitJ> irgendwR imteisuhie 

den werden möge 

Nun sollen alU Punkk «o + i, >(, + tj, che m etnct 

yewtsseii Umge^ng von |5o Ittgeii, und dere-n Abstand 

von 3 grösser ist ah jäp^+ ', zu den ^ </tlioren oda nicht 

je nachdem sie auf der positiven oder negativen Seite 

von s sind. 

Dabei sind A und (i zwei Constaote (nicht gerade dieselben 

wie oben), beide positiv. Betrachtet man nun das frühere lu- 

r f (flu + «' — ai) d'i dv 

tegral x^ B^ f fj--.--Tz^-- —-~- = ^~-...-' -rzj==^^-^^ (im 

' ' JJ (-/(*.' + «0^ + 0/' + ßr + i^' + /r)^ 

voiigen Artikel), erstreckt über einen unendlich kleinen Theil des 
Gebiets ^, etwa über den, der ausgeschnitten wird durch einen 
um go beschriebenen unendlich kleinen Kveis in der M,i'-Ebene, 
so ist leicht zu sehen, dass diess unendlich wenig verschieden 
ist — für alle {sc) — von demselben Integral über die auf der 
positiven Seite von s liegende Hälfte des genannten Kreises. Die 

vernachlässigten Grössen sind < const. f f ^- 3, erstreckt über 

einen Theil der ^,);-Ebene, der begrenzt ist durch einen unend- 
lich kleinen Kreisbogen, die ?-Axe und die CiUTe i^ = const. g^+*' ; 
diess ist offenbar unendlich klein. 

Man wiederholt nun die frühereu Schlüsse. Der Geraden -v 
entspricht eine Gerade in der Tangentialebene. Wenn also eine 
Darstellung unserer Pläehe exiatirt, die beiden Bedingungen ge- 
nügt, der früheren und der neuen in So , so kann das Potential 
V mit dem Potential V eines gleichförmig mit Masse belegten, 
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iu Fti geradlinig begreiuteti Stucks der Taiigentialebefie verglichen 

<iV äV 
werdeii. ~r7 ~' '~57 Qäheii sich auf jeiler husoudei'eii , niclit in 

der Tangentialebene iiegenden feteo tJeiaden f einem bestimmten 
öreiiKwerth, und zwar imnief demselben. 



Diirchfflhraiig ^er Ußtersuchung für die Bliene, 

Um nuu den besonderen Fall zu erledigen, nuf welchen wir 
deu allgemeinen redueirt haben, denken wir uns der Einfachheit 
halber ein halbkreisförmiges Stück der a;,;/- Ebene mit Masse von 
der Diebte xo gleichförmig belegt. Die Punkte x,y, wofür 

X ^o, 

bilden unser öebiet. 

Wie ändern sieh die ersten Dttt'erentiakiuütienteti des von 
diesem Bbeneastiiek herrührendejs Potentials, wenn man imondlich 
nahe an den Punkt 0,0,0 herankommt? 

Sei aunäcbst der Punkt {x) iu der 1/, ^-Ebene, üahe am 
Nullpunkt, so ist*) 

wo U den Abstand der Projectioa (p) von {.c) auf die .t;,i/-Ebene 
vom Element da des Kreisbogens, i den cos des Winkels von 
d8--'{p) mit der nach Innen gerichteten Normale in tfs, U deu 
Abstand von {x) und ds bedeutet; die Integration ersti'eckt sich 
nur über den Kreisbogen {{p) fällt ja hier auf die j/-Ase). 

Man findet diesen Ausdruck, indem man {li) zum Mittel- 
jjunkt von Polarcoordinaten w.<f macht und in 
II du d(fi 

•zuerst nach w integrirt. 

*) Diese Umfornrangen ttiiden sieh in dem Lchrbnth von Herrn Clau- 
siua, von liem wir auch hier die Bezeichnungen entlehnt hiilien. Vovgl. 
Clausins, §. 28. 
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Wir denken uns (,r) ausserhalb der Massen, A. h. z sei nicht 
o\ die Grösse — , wo * eine in der i/, ^-Ebene liegende Rich- 
tung bedeuten m^e, nähert sich offenbar einer Grenze, wenn 
man von einer Seite her an den Punkt o, o, o unendlich nahe 

herankommt. Wir nennen diese Grenze 1 -r- ) beziehungsweise 
( — - J , je nachdem wir von den -h 3 oder von den — e iio-r- 



kommen. Dann ist 
rdV- 



wenn X der Winkel von t mit + ^ ist. Im Nullpunkt selbst 
sind in der 1/, .'-Ebene Differentialquotienten nach allen Eichtungen 
vorhanden; ist t' die dem c entgegengesetzte Eichtimg, so ist 
im Nullpunkt 

dV , 'jy ^ _ ^ 
dz '^ dz-'~" '"'"' "" ""''' ''' 
wo V den spitzen Wiükel von z oder x' mit der r-Axe bedeutet. 
Wir lassen jetzt die Beschränkung fallen, dass (j;) in der 
7/,Ä-Ebene liege. Nun ist, da {x) ausserhalb der Massen liegt, 

dy *V R 

Hier ist die Integrdtion über den ganzen Umtang der Figur aus- 
zudehnen. « und ß bedeuten die tös dei Winkel der + ;r- 
und der + y-k\Q mit de: nach Innen gelichteten Normale auf ds. 
Diese Foinielii hndet man un Lphihueb von Herrn Clausius*) 
Emiachei beweisst man sie daduuli,**) dass man z. B. 



dV 1 r a da db 

— - = x,i / I . r i^=^„ ^ setzt, indem man für den Augeii- 

bliek den Fusspunkt {f) des von {as) auf die x, ,v-Ebene gefällten 
Loths zum Mittelpunkt der 17, b macht ; integrirt man nun zuerst 

') Vergl. Clausius, §. 29, 

**) Vergl. Gauss, Theovia altractionifi corpovuin fiphacroiäieoriün ellipti- 
comm etc. theoreraa 3. 
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iiach lA imd verwandelt dann das Element d!i m r/s, so kommt 
die Foi'mel. 
In 

ist auf der y-Axe /5' = o. Es bleibt also nur ein Integi-al iJl>er 
die. Halbkreislinie. Also: 

dV 

— - ruiliert sich einer bestimmten 'iiv'n:r>, irir man auch 
ihi 

an den Nullpunkt heranhomant. 
Das andere Integral 

zerlegen wir in zwei Tlieile, Der Theil, der erstreckt ist über 
tlie Halbkreislinie. lindert sich stetig; im andern Tlieil ist «' =^ 1, 
+ t-j- 
/■ da 
Der letztere Theil gibt z^ / -7 -, wie man leicht 

wenn 
die y- 
ies Pi 

:jj f — -^^^^^- für nnendhch kleine ,i;,v/, ,' unendlich wenig von 

J y h''- -r (7^ 



sieht, wenn man die Bogenlänge o von der Projeetion {</) von 
{.(,■) auf die y-Axe an rechnet; dabei ist A = 'Sf.x^ -1- ^^ der Ab- 
stand des Pinikts {x) von der ,?/-Axe. Nun unterscheidet sieh 



/da ^ f da 

— 2 «0 {log. (r + Y/T^'+r^") -- log. li\ , 

nnd dieses ist unendlich wenig verschieden von 2 «o j Zop. (2 t) 

— log.li,\. 

dV 

— 1- 2 xq i'>ff- h nähert sich demgemäss diuir fe-Hten- 

Grenze, wenn {ai] dem Nullpunkt unendlich nahe kommt. 
ien Formeln I, II, III 



dz 

KU benutzen, je nachdem (p) in die Fläche, auf die ?/-Axe, odei' 
ausserhalb fällt (d. h. x > o, = 0, oder < o) : 



y Google 



— 47 — 

' Ä = """""W+""./7?r/'''' 

„ äv z r ' , 

"' 'i-'-'fiü'"-- 

U, U, i wie oben. In Gleichung II hat man nur über den Halb 
;eß zu intfigriren, in I und TU über den ganzen umfang. 



Indem die 



ie Theiie der Integrale f ^r^ ds, die üher den Halii- 
J KU 

treis erstreckt sind, endlich bleiben, verschwinden sie mit z multi- 

plicirt an dei' Grenze ,v = o, y = o, j = 0. 

Im Fall II kommt also +nx„ als Grenzwerth. je iiachdoni 
man von + s oder — s herkommt. 

Um die Fälle I und ITI beurtheilen zn können, ist / - - - Ja 

über die i/-A.xe von — r bis -h 1: zu betrachten. Rechnet man 
die Bogenlänge u wieder von der l'rojeetion [q] von (,i-) auf die 
y-Axe aus, so ist*) 






R = \/!C^ + ^2 + ff^ 

in beiden Fällen, I und III. Das zu bestimmende Integral i 



daher uiiendlieb wenig von x^ z 1 — 



■'Ja 



1 für unendhch kleine x,y,z. 
Angenommen nun, wir nähern uns dem Nullpunkt auf einer 
festen Geraden, die nicht in der»/,;- und nicht in der ,t, (/-Ebene 
liegt, so ist i: = CT, wobei c von Null vei^schieden ist. Führt 
man in dem obigen Integral die Substitution 

. = [,!« 



*] Die ^orzdchen dor QnaiiiatTiiiiiiln mihI 
dann sind die lilpiLhuiiyt n luHi /f [tiienrn htig 
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( (1 +!>■«) Vi +«■'+«" 



Diess liäJlgti imv noch von l,r] üb; wenn letzteres uiiondlich kloi 
wird erhält inao 



r da 



(l + tr^lVl+r^-l-V« 



Dit^ Substitution 



wo (c vDii o . . . . ,, geht, gibt 



1 + c^ sin ^(fi ' 






Seit i' der durrh den Nullpunkt gezogene, nicht m der i,i/- 
Ebene liegende Strahl, auf dem wir uns bewegen (m dei Rieh 
tung — f). Dreht Dian nun diejenige Hälfte der i,i/ Ebene, wo 
x'> o ist, um die i/-Aie, und zwar zuerst durch den Quadranten, 
wo 2 > 0, ,»: > 0, dann durch den, wo ^ > o, £k < o u. s. f., so 
möge if der Winkel sein, um den man drehen muss, bis die ge- 
drehte Halbebene den Strahl f in sich aufaimmt. 

Nun folgt leicht aus den obigen Gloichungen 1. IT, Hl nnd 
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aus dem berechneten Grenzwerth des Integrals durch Discussion 
der einzelnen Fälle das Resultat, dass 

dV 

-r- auf der Linie t' sich dem Werih — 2 rr «o + 2 xo tp 

nähert. 

Aus den Grenzwerthen von -r^ , -7- , — ,- folgt vermöge der 
dw dy dz 
Gleichung 

dt dx '' dy 

der Grenzwerth von -— . 



Das allgemeine Resultat. 

Gesetzt, die Fläche gentige allen früher geforderten Be- 
dingungea, ebenso k, so gilt Folgendes: 

Wenn man den zn untersuchenden ßandpunkt Fo zum Ur- 
sprung des CoordiBateßsystems macht, die Fiäehennormale zur 
ä-Äxe, die Randtangeate zur y-Axe, die Flächentangente, die nor- 
mal auf dem Rand steht, zur ^r-Ase, die positive d;-Axe nach 
dem Innern der Fläche, die positive y- und ^-Äse beliebig nimmt, 
so haben 

dF , „ , ^ dV dV 

bestimmte Grenzwerthe , wenn {ai) sich dem Nullpunkt auf der 
Normale von der Seite der positiven z her nähert; dabei ist 

"Wir nennen diese Grenzwerthe ^0, Yo, Z^. 

Nun bedeute t eine beliebige Richtung, die mit der a;-, y-, ^- 
Äxe die Richtungseosinusse ßos Ä, eosB, cos C bildet, und t' 
eine nicht in der a;,y-Ebeöe liegende Richtung, zu welcher ein 
Winkel 5p in der früher angegebenen Weise gehört. 
Dann nähert sich 



dt 



.cosA. loa h 
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auf der Linie H (d. h. wenn {x) in der RicUung — t' 

auf den Ursprung zukommt) dem Orenzwerth 

JCüCQsA-ir Yo COS JB + (Zo - xo jr + 2 ^0 (p) CO« C. 

Bedeutet t eine der y, z-Ebene parallele Kichtung, so nähert 

dV 
sich -r- auf jeder Linie t' einem festen endliehen Grenzwerth, 

der aber für verschiedene solche Linien t verschieden ist, indem 

er sich mit y ändert, Ist z zugleich eine Richtung C, uüd t' 

die dem t entgegengesetzte Richtung, so existiren also im Ntdlpunkt 

dV dV 
einseitige Differentialquotienten --- und -z-, und es ist; 
d'f dr 

AV AV . 

— - + -y- = ~ lx.<^ncosv, 
d% dT 

WO V den spitaen "Winkel von s mit t oder -c' bedeutet. 

Nach Richtungen , die der y, ^-Ebene nicht parallel sind, 

esistiren im Nullpunkt keine endlichen Differentialquotienten. Der 

.,„„ ..1 diesem Fall hei der Annäherung an 

Ff, auf jeder Linie (' unendlich gross, und zwar mit dem Zeichen 
von «0 oder dem entgegengesetzten, je nachdem die Componente 
von + 1 nach der -i- a;-Axe positiv oder negativ ist. 

Das Resultat für einen inneren Fläehenpunkt lässt sich aus 
diesem Resultat ableiten durch Zusammensetzen der Fläche aus 
zwei Stücken. 
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Dritter Abschnitt- 
Potential einer Masse anf sich selbst. 



Das Potential einerMasse auf sict selbst als Grenzwerth einer 
Siiiiime; Nachweis der Existenz dieses Grenzwetths. 

Wir maclieii nun über die Function x von a, 6, c genau die- 
selben Tomussetzungen wie im ersten Artikel, dr sei das Kaum- 



V (.,,.,)=. ff-. 



Da^n i 



,f.y(a,,,o)ä,=fß^ 



dt dt' *) 



die Grösse, welche man das Potential der Masse auf sich selbst 
nennt, wenn man x als Dichte einer Massenvertheilung betrachtet. 
Dabei bedeutet im letzten Integral q den Abstand der beiden Ele- 
mente di: und dt', X und x' die Dichte in dt beziehungsweise 
dt', und die Integration ist über das ganze Gebiet zu erstrecken, 
jede Combination zweier Elemente einmal genommen. 



*) Man versteht auch manchmal unter dem Ausdruck , Potential einer 
Masse auf sich selbst" das Doppelte dieser Grösse. Wir meinen hier kein 
gewölinliches Integral (s. u.) , insbesondere keine zweimalige successive In- 
tegration. Sollte das Integral im letzteren Sinn verstanden werden, so i^ro 
der Coe£flcient \ in der Gleichung au streichen, man hätte aber bloss eine 
tautologische Gleichung. 
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Das letzte Integral bedarf noch einer Erläuterung. Auf der 
Auffassung desselben als Grenze einer endlichen Combinations- 
summe werden zum Tbeil unsere späteren Entwicklungen beruhen. 
Tbeilt man den ganzen Bereich in kleine Gebiete, so sieht man 
gleich, dass für zwei anemander liegende Gebietstheile q nicht 
aufgefasst werden darf als Abstand zweier beliebigen Punkte des 
einen und des andern; sonst könnte man das Integral so gross 
machen, als man wollte Wii muat>en also noch eine beschränkende 
Verfügung treffen, um den Btgnff dieser GrSsse feststellen und 
ihre Existenz beweisen zu können 

Wir wollen uns hiT auf eine ganz specielle Art der In- 
tegration beschränken indem die'^s für die von uns zu ziehen- 
den Folgerungen genügen wiid Wir theÜen den ganzen Be- 
reich durch drei Systeme von Ebenen parallel der 1/,^-Ebene, 
^, ifi-Ebene und a:,i/-Ebene m gleichen Abständen, l sei der Ab- 
stand zweier aufeinanderfolgenden Ebenen in allec drei Systemen. 
Je sei irgend einer der so entstehenden cubischen Gebietstheile. 

Nun bilde man \^ —-—--"— erstreckt über aUe Combi- 

nationen Jr, Jt' zweier versehiedeoen Gebietstheile, jede Com- 
bination einmal genommen, x, beziehungsweise k', sei die Dichte 
in irgend einem Punkt von Jv, oder J-c'; q sei der Abstand der 
Mittelpunkte von Jt und Jz'. Jetzt soU gezeigt werden, dass 
die genannte Summe für unendlich kleine l eine Grenze besitzt, 
und dass diese Grenze gleich ^fV.x.dr ist. 
Beweis: 

^~1 Jt Jt* it x' 

Wir trennen von 7 — '- die Theile ab, welche 

^J Q 

■S~y Jt" .x' 
mit einem bestimmten Jt multiplicirt sind, also: x^r > ; 

hier erstreckt sich die Summatioa auf alle Gebiete ausser Jt 
selbst. Ferner beschreiben wir um den Mittelpunkt von Jv 
zwei Kugeln (1) und (2) mit den Radien l^ und R, wo /? > ^ 
sein soll. 

Nun sollen die Ji" in dreierlei Classen eingetbeilt werden: 
I. m solche, welche nicht ganz ausserhalb der Kugel (1) 
liegen; sie heissen Jt"; 
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II. in solche, welche nicht ganz ausserhalb (2), aber ganz 

ausserhalb (1 ) liegen ; sie heissen Js'" ; 
III. in solche, die ganz ausserhalb (2) liegen; sie heissen 

Die Jv" liegen ganz innerhalb einer um mit Kadius 21' 
beschriebenen Kugel, sobald l unter einer gewissen Grenze ange- 
nommen wird. Ihr Beitrag zu 2, ' — ist also < -. ^t 2^' I , 

wenn G grösser ist als alle x, imd e der kleinste Wertb von q 
ist. Offenbar ist aber e = l. Also ist der Beitrag, den die Ji" 

zu 7 ,— -— geben, < const. l, wo der Werth der Constante 

bekannt ist, wenn man die Grenze kennt, anter welcher die Func- 
tion X bleibt. 

Für die Jz'" und Jt"^ ist nun p > l^, also ^ unendlich 
gross gegenüber von den Dimensionen der Jz (welche von der 
Ordnung l sind), wenn man l unendlich klein werden lässt. Be- 
deutet also ß' den Abstand eines beliebigen Punkts in einem 
solchen Cuhus Jt"', oder ,/r^, vom Punkt 0, so ist 

— =-(] +ä), — = ^(l + .i'), 

wo die Grössen ö und S' mit l unendlich klein werden, und zwar 
kann man durch Festsetzung einer genügend kleinen Grenze für 
l bewirken, dass 3 und ö' einen beliebig vorgeschriebenen Werth 
nicht übersteigen für alle vorkommenden Fälle (also auch für alle 
Lagen von Jr und 0). Es ist also 

x^Jt-" ^^, rdz' (1 + <iO 

Q " J Q' 

At'" 

WO q' = 0-^d-c\ und das Integral über das Gebiet Jt'" erstreckt 
ist. Dasselbe gilt von jedem Jz'' . 

Bedenkt man nun, dass für kleine l alle Jz"' in eine mit 
Radius 222 um beschriebene Kugel fallen, so ersieht man, dass 

ihr Beitrag zu N -—— kleiner ist als const. /--,- erstreckt 

über die letztgenannte Kugel, d. h. < eonsi. R'^. 

Man kann also durch Wahl von B und Bestimmung einer 



y Google 



— 54 ~ 
oberen Grenze für l den Beitrag der /it" und der Jr'" zu 
X ___?L i)eliebig klein machen für alle Jt und für alle 

Theilungen der genannten Art mit einem Abstand < l. 

Hält man nun B fest, so kaan eine neue, kleinere obere 
Grenze für l bestimmt werden, so dass der Beitrag der Jv^' zu 

2, sieh von /■ — ^ — um beliebig wenig unterscheidet; 

x' bedeute hier die Dichte in dz\ p' den Abstand von eh' und 0, 
und die Integration erstrecke sich über das ganze Gebiet ausser 
der Ki^el (2), Wiederum ist hier die Grenze, welche für l fest- 
geseteit werden muss, um eine bestimmte Annäherung zu erreichen, 
( von Jt. 

rdt'^ 



Um 



diess zu zeigen, bedenke man, dass j, {[^'] /"~"i~) 
endlich bleibt; es ist also 

^i." At^' At^ 

Arif 
WO S" wieder eine Grösse der oben bezeichneten Art ist. Ferner 
ist nun 

Aj.I' At^' Ar-y 

wenn s die Schwankung der Function x im Gebiet Jt^' bedeutet. 
Weil B jetzt als fest zu betrachten ist, braucht man aur l so 
klein zu machen, dass 2sJt^ genügend klein wird,*) und 

\ /— ; — sich von / '-;- umgenügend wenig unterscheidet; 
*) Man braucht also irnr die Integrirbarkeit von « vorausKUset^en. 
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dadurch kann dann erreicht werden, daas die Differenz 



/ x' dl 



SO klein wird, als man will. 

Man gelang nun leicbt vollends zu folgendem Schluss: Zn 
jeder Grösse S kann eine Grösse a so gefunden werden, dass bei 
allen Theilungen, wo Z < ff ist, für jedes J-c die ihm zugeordnete 

Grösse J. '"■'^ weniger als S verschieden ist vom Werth 

von V im Mittelpunkt des betreffenden Jt. 
Hieraus folgt, dasa 

lim. 2j — ~ — — """ ~ f / ^'^ ^^'' 
der Coefficient ^ erscheint, weil wir uns links jede Combination 
nur einmal genommen denki-n, während in der vorhergehenden 
Betrachtung jede doppelt auftritt. 



19. 
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a Potential e 



Die charakteristische Eigenschaft der Grösse, mit welcher 
wir uns hier beschäftigen, nie negativ zu sein, *) hängt mit ihrer 
physikalischen Bedeutung nahe zusammen. **) Ein strenger, ma- 
thematischer Beweis dafür folgt aus der ßelation: 

/— L/-{(s-(fy-(fyi' 

welche sich als Folge der Green'schen Sätze in Verbindung mit 

^ijr ^iy fi^Y 
der Gleichung -^^ + ^ + — = - 4„x ergibt.«) 

*) Wir haben ja Ton Anfang an Massen von beiderlei Zeichen betrachtet 
**) Vergl. Charles Briot, Lehrbuch der mech. Wärnieth., dentsch von 
H. Weher, Leipzig 1871, pag. 257. 

*'■") Diese Pormel findet sich z. B, im Handbnch der theorßtisehen 
Phjsik Ton Thomson und Tait, deutsch Ton Helmholtz und Wertheim, 
Braunsohweig 1874, 1. Band, IL TheÜ. pag. 85, wo als Quelle „Nichol's 
Cyelopaedia 3d Ed. 1860. Magnetism, Dynamical Belations of " angegeben wird. 
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Das Integral auf der rechten Seite ist über den ganzen un- 
endlichen Kaum auszudehnen, 

Die genannte Formel hat eine Bedeutung und ist richtig in 
jedem Fall, wo x der von uns im vorigeii Artiiiel geforderten 
Bedingung genügt. Ihre Ableitung aus den Green'sehen Sätzen 
und der verallgemeinerten Laplace'schen Gleichung macht aber 
gewisse weitere beschrankende Bedingungen über x nöthig. Es 
muss desshalb noch Verschiedenes zum Beweis hinzugefügt wer- 
den, um die ÄUgemeingiltigkeit der Kelation sicherzustellen. 

Man deute sieh zunächst eine Massenvertheilung specieUer 
Ä.rt, Es sei eine endliche Anzahl rechtwinkliger Parallelepipeda 
vorhanden, parallel zu den Coordinatenebenen begrenzt, von denen 
jedes mit Masse von constanter Dichte erfüllt ist. In verschie- 
denen Gebieten braucht die Dichte nicht gleich zu sein; im 
äusseren Kaum sei sie überall o. Das von dieser Massenverthei- 
lung herrührende Potential V werde betrachtet. Eines der mit 
Masse erfüllten Gebiete werde mit SP bezeichnet. Wir beschreiben 
in dasselbe ein kleineres ParaUelepiped 2ö'. Für S' und seine 
Begrenzungsflächea und Kanten ist V mit allen Differentialquo- 
tienten aller Ordnungen endlich, eindeutig und stetig. Die Glei- 
chung 

/>, id^(V^) d^iV"-) d^{V^)) „ /■ , ^^dV 

HB' 

ist also gerechtfertigt. Hier ist das zweite Integral über die 
dV . 
da 

tient nach der nach innen gerichteten Normale. 
Vermöge der Gleichung 

<PV d^V dW _ ^ 
dx''' dy^ dz^ 
die für das Gebiet 5ffi' gilt, erhalt man, wenn man die linke 
Seite entwickelt: 



SB' 

J an 
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Indem nun hier die zweiten Differentialquotienten nicht mehr vor- 
kommen, die ersten aber endlich und stetig bleiben auch in den 
Grenzflächen und Kanten von SB, und x auch endlich bleibt, so 
erhält man dieselbe Formel für das Gebiet 3B durch Grenzüber- 
gang, indem 5ß' sich dem 5© unendlich annähert. Dasselbe gilt 
für jedes andere, mit Masse erfüllte, parallelepipedische Gebiet. 
Umgibt man alle Massen noch von einem Würfel W, so ist leicht 
die Uiltigkeit derselben Gleichung für den leeren Theil des Würfels 
nachzuweisen, und man erhält durch Addition aUer Gleichungen 
für die einzelnen Theile: 

wo nun die Eaumintegrale über W zu erstrecken sind, und das 
Flächenintegral über dessen Oberfläche; die andern Theile heben 
sich auf, Lässt man nun W unendlich gross werden, so kommt 
die Formel, die zu erweisen war, indem der Grenzwerth des letzten 
Glieds null ist. 

20. 
Verallgemeinerung des Vorigen für andere MassenTertheilungen. 

Wenn nun wieder eine Massenvertheilung wie iu Art. 18 
vorli^, wobei x die Dichte in a,b,c bedeutet, so verfahre man 
folgendermassen : Man denke sich im Raum einen Würfel W fest- 
gelegt, welcher alle Punkte umschliesst, in denen x von Null ver- 
schieden ist. Nun theile man W parallel den Begrenzungsflächen 
in '.auter gleiche kleine Würfel und denke man sich eine neue 
Massenvertheilung , für welche die neue Dichte x in jedem der 
einzelnen Würfel constant ist, gleich dem Werth von x in einem 
beliebigen Punkt des betreffenden Würfels. Das neue Potential 
sei V. Die Kante jedes der kleineren Würfel sei l. Dann wird 

r^r dv-\ rdv_dv-\ rdr f/v-\ 

\_dp dyjtdz 

klein mit l; und zwar können diese Differenzen für alle Punkte 
iC,T/,^ und alle Vertheilungen x, wo ?<tf, unter eine beliebig 
kleine Grösse herabgemindert werden durch geeignete Bestimmung 
von i. 



[''-fl.E-a.[f-f]-[r--l — 
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Um fliess z. B, für 

T () V )-r{. 7 )=f^dr 
zu heweispu biiuchfc man nui um a., y, z eine Kugel (ß) mit 
Kadiub S herauszuschiiPiden x und « smd unter emer festen 
Grenze Durch Wahl ton Ä maiht man für aüp voikommenrlen Falle 
den \ n (i?) hermhrenden Theil heliehig klein, und dann kann 
man mdem man h fe thalt dis Uebiige duich geeignete Be- 
stimmung einer rrrenze für l ^fo klein machen, als man will, um 
zu 'iehen da'JS das letzteie möglich ist, biaucht man sich nur 
an da"! im Äit l'^ Entwickelte zu erinnern. 

Ebenso kann für -r- u. s. f., al&o auch für ('-r- 1 n s f der 

dV 
Beweis geführt werden., indem -^ u. s. f, unter einer festen 

Grenze durchweg bleibt. 

Man kann nun aus der Giltigkeit der Gleichung 

erstreckt über W, und daraus, dass 

=^4:nff{V-V)x+ r{x-x)^dT+ 

mit l unendlich klein wird, schliessen, dass die von der Theilung 
X und von dem Weröi von l unabhängige Grösse 

ist, erstreckt über den Innenraum, beziehungsweise die Oberfläche 
des Würfels W. Lässt man nun wieder W unendlich wachsen, 
so kommt: 

Diese Formel gilt also für die allgemeinste von uns überhaupt 
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in Betracht gezogene Massenvertheiluiig. Das Integral rechts ist 
absolut convergent und offenbar nie negativ. 

21. 
Wann wird das Potential einer Masse auf sich selbst null? 
Nun ist noch zu untersuchen, wann 

ist. Die Schlussformel des letzten Artitels in Verbindung mit 

dV dV dV 
der Thatsache, dass die Grössen , , --, -- stetige Func- 

dcß dy dz 
tionen von x,y,s sind, ergibt 

dV_dY_d^_ 
da: dy dz 
im ganzen Eaum. Eieraus folgert man, dass V{x, y, z) im ganzen 
Eaum constant,*) also überall null ist. Wollte man hieraus und 
aus der Gleichung 

tjyr d«F dW_ ^ 
die^ dy^ dz^ 
beweisen, dass die Dichte verschwindet, so ist daran zu erinnern, 
dass die verallgemeinerte Laplace'sche Gleichung nicht in jedem 
Punkt bewiesen ist, wo die Dichte stetig ist; in andern Punkten 
braucht ohnediess die Dichte offenbar nicht null zu sein. 
Wir nehmen nun einen Satz von Gauss**) zu Hilfe: 

/---dw ■= ^nM\ 
an 

wir denken uns der Einfachheit halber das Integral über die 

dV 
Oberfläche eines rechtwinkligen Parallelepipeds erstreckt ; — ist 

die Ableitung nach di^r in\ Innere gerichteten Normale, und M 

*) Bew n t H Ife les e t [re heule für eine Function einer Ver- 
änderlich n gelteniien Sitzes V rgl len Bev von Ossian Bonnet für 
den Pnndan entalaati der D fterent alre h u e in »Cours de calcul diffdrentiel 
et integral lar J A Serret Pan IShg" I Bd. pag. 17-19, sowie die 
darauH gezogf'ne Folgerung pag 20 

*) Vergl Allgeme ne Lehr atze u f Art. 23. 
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die algebraische Summe der im Parallelepiped enthaltenen Ä 
Zum Beweis verbinde man die Gleichungen 



und 



rid^V d^V d^V] , rdV , 



'~d^~ 



mit einander. *) Die Giltigkeit des Kesultats für den Fall, dass 
von X nur die Integrirbarkeit vorausgesetzt wird — im gewöhn- 
lichen Sinn — , kann durch den gleichen Kunstgriff bewiesen 
werden, den wir im Vorhergehenden angewandt hahen. Indem 

dV , 

dn 

Also ist auch die algebraische Summe der Massen in jedem Ge- 
biet null, wie man leicht durch Zusammensetzung des Gebiets 
aus unendlich vielen unendlich kleinen, parallelepipedischen Theilen 
erkennen kann. 

Umgekehrt: wenn x der letzten Bedingung noch zu der 
früheren bin genügt, so ist das Potential überall null. Grenzt 
man nämlich um cc,y,z eine Kugel ab, so kann man diese so 
klein machen, dass der Beitrag, den diese Kugel zu V{x,y,z) 
gibt, so klein wird, als man nur will; von dem übrigen Theil 
von Y{a;,y,z), der erhalten wird durch Integration über das Ge- 
biet ausserhalb der Kugel, kann durch eine Betrachtung, analog 
der in Art, 14 bei III angewandten, graeigt werden, dass er null 
ist. Also ist überall 

und somit auch 

Wenn man also vornweg von x voraussetzt, dass es eine 
I'ntegration in der gewöhnliehen Weise zulasse, so ist noth- 



*) Vergl. Briot, Mech. Wännetlieorie, pag. 230. 
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wendig und hinreichend für das Verschwinden des Poten- 
tials der Masse auf sich selbst, dass 

fxdx = o 
ist für jedes Gebiet. Es ist dann 



in jedem Punkt, ivo x als Functior, 


1 von a, b, c stelig ist. 


22. 




Ein neuer Integralsat! 





Dass fxdT=o für jedes Gebiet, wenn f Vxdr— o, kann 
auch mit Hilfe einer andern, neuen Formel gezeigt werden. Diese 
Formel, sowie ihre Herleitung, dürfte vielleicht nicht ohne einiges 
Interesse sein, wesshalb wir sie im Folgenden entwickeln. 

Wir denken uns wieder den ganzen Kaum durch drei Ehenen- 
systeme parallel den Coordinatenebenen in lauter gleiche Würfel 
Jt mit der Kante l getheilt. üeber x machen wir dieselbea 
Voraussetzungen wie vorher. 

Um den Mittelpunkt eines solchen (möglicherweise keine 
Massen enthaltenden) Würfels Ji beschreibe man eine Kugel K 
mit Badius E, wo B vorderhand als constante Grösse zu betrachten 
ist. Nun definire man eine Grösse Mj^ folgendermassen : Mit 
Jf' sollen diejenigen Würfel bezeichnet werden, deren Mittel- 
punkte im Innern von K liegen; nun setze man 
■V -^1^" '^^"' "" «'" 

*^' = L — i — • 

wo x" , beziehungsweise x"\ den Werth der Dichte in irgend 
welchem Punkt von Jt" , beziehungsweise Jr"', und p den Ab- 
stand der Mittelpunkte von Jt" und Jt'" bedeutet. Die Sum- 
mation erstreckt sich über alle Combinationen von zwei von ein- 
ander verschiedenen, aus den Je" herausgehobenen Jr" und Jr'", 
wobei jede Combitiation einmal zu rechnen ist; ^Jc selbst gehört 
auch zu den /li:'. 
Bildet man nun 
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über alle Jt, wofür Mj^ nicht null ist, so folgt i 
Betraelitungen wie im Art. 18, dass 

lim. \ zir Mj^ = jdvP, 

wofem man unter P das Potential derjenigen Masse auf sich 
selbst versteht, welche in der mit Radius R um di beschriebenen 
Kugel enthalten ist. Dabei ist über ein Gebiet zu integriren, 
welches alle Punkte umfasst, für die das zugehörige P von Null 
verschieden ist. 

Der genannte Grenzwerth lässt sich aber noch anders aus- 
drücken. Die äx sind inhaltlich alle einander gleich: 

dv = l^; 
man erhält also: 






. dr . At" 



wenn die letzte Summe eretreckt wird über alle CombinationeQ 
zweier Gebietstheile dv und d-c^, und n angibt, wie oft die be- 
treffende Combination in der vorhergebenden Summe auftritt. 
n ist also die Anzahl der Würfel, deren Mittelpunkte sowohl von 
dem Mittelpunkt von dz, als auch von dem von ^e" um weniger 
als U abstehen. Bedeutet also F den Inhalt des Raimis, welcher 
den beiden um die Mittelpunkte von At und J%'< mit Radius U 
beschriebenen Kugeln gemein ist, so ist 

und zwar kann durch Festsetzung einer Grenze für ; die Differenz 
F—l^n für alle Combinatiouen dz, dz'' zugleich beliebig klein 

gemacht werden. Bedenkt man ferner, dass ^— - 

unter einer endlichen Grenze bleibt, so erkennt man, dass 

oder, was dasselbe ist. 



=//^ 
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wenn wir auf die früliere Bezeichnung zurückgreifen. Der Be- 
reich der Integration ist das mit Masse erfüllte Gebiet; alles 
Andere fällt ja weg. 

F besteht Hun aus zwei KugelabschnitteD von der Höhe 



=«-!■ 






Wir nehmen hier 2R grösser an als alle g, die vorkommen; 
dann erhält man also: 

V ; 

wo das rechte Integral so zu verstehen ist, wie früher angegeben 
wurde. 

"Was wird nun aus dieser Gleichung, wenn wir B unendhch 
wachsen lassen? Wir dividiren zuvor mit M'^. Die rechte Seite 
der Gleichung wird dann zu 

abgesehen von Grössen, die mit -^ unendüeh klein werden. 

Nun werde eine feste Kugel (1) mit Radius SR und Mittel- 
punkt % so angenommen, dass alle Massen in ihr liegen. Ferner 
sollen um 91 aoch zwei veränderliche Kugeln (2) und (3) be- 
schrieben werden mit den Eadien U — SR und ü + 31, Die Theile 
(3) geben zafPdj: den Beitrag Null. Für jedes 
T innerhalb von (2) ist P gleich dem Potential der 
Masse auf sich selbst. Diese Theile geben alao zu 



1 f 
-^ Pdt den 
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1 



•■//^^Kt«-^-«)//^ 



1 ;. 

Es ist also nur noch der Theil von -^ 1 PcLtzü Ijestimmen, 

der herrührt von dem schalenförmigen Raum zwischen den Kugel- 
oberfläehen (2) «nd (3). Es sei di ein Element dieses Gebiets; 
B-\-t sei sein Abstand von 9t, so dass also ( von — SR bis + Di 
geht. Wenn nun da das Element der um 9( mit Badius 1 be- 
schriebenen Kugeloberfläche in dem Punkt bedeutet, wo %—>dt 
diese Oberfläche schneidet, so kann das Raumelement dx auf die 
Form {B + tydadt gebracht werden. Man erhält also 



//0+i)^**') 



für den gesuchten Beitrag. 

Nun bedeute « eine durch 51 senkrecht zur Geraden 9t — * dv 
gelegte Ebene, als deren positive Seite wir die dem di zugekehrte 
betrachten wollen. Ferner sei ß eine Ebene parallel zu ß, im 
Abstand ( von « — mit Rücksicht auf das Zeichen — ; die posi- 
tive Seite von ß werde gerade so bestimmt. Wenn nun S das 
Potential der auf der positiven Seite von ß gelegenen Masse auf 



sich 


selbst bedeutet, s< 


) wird P - 


- Ä mit — unendlich klein, 


und 


zwar in der Weise 


, dasa 






fl{}-u 


,^ Pdadt 


= fJsdadt + S 


gesetzt werden darf, wo S mit — 


verschwindet. 




Im Ganzen erhält 


man also: 






x-F 


x-dtdt- 


"7/"""'' 




e 




= (t^-^"« 


OF- 


•'"^^+ffsd«it + s; 



') Dieses Integral ist ein gewühnliehes. Wir können fö ermitteln, in- 
dem wir zuerst über die Kugel und dann naeh t integriien, oder umgekehrt. 
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■wo S' mit - 

Theile weggehoben, erhält man an der Grenze: 

jp.'d.d,'= tili f f "'''"'•' -^ffsd«d,. 

Wir denken uns also um einen Punkt 91 zwei Kugeln mit 
Radius M und mit Eadius 1 beschrieben. Die erste Enge! ent- 
halt« alle Massen. Das Element der zweiten Kugel sei da. 
Ferner sei ß eine Ebene parallel der Tangentialebene in da im 
Abstand ( von 9t auf derselben Seite von 91 wie da oder auf der 
entgegengesetzten, je nachdem t^o. S sei das Potential der- 
jenigen Masse auf sich selbst, die auf der Seite von ß gelegen 
ist, auf welche man kommt beim Fortschreiten von ß aus in der 
Richtung 1— ^rfo-. Dann ist S eine Function von t und von der 
Lage von da. t lässt man von — Sft bis + iR gehen. Dann gilti 



ff..d,d. = .^ff^^^-^fd,f 



daS, 



wo die lieiden ersten Integrale in der früher angegebenen Weise 
zu verstehen sind. 

23. 

Herleitnng der früher für die Dichte gefundenen Bedingung 
ans der zuletzt gegebenen Porinel. 

Aus der letzten Formel ist die Bedingung für das Ver- 
schwinden des Potentials der gesammten Masse auf sich selbst 
leicht herzuleiten, wenn man weiss, dass diese Grösse nie ne- 
gativ ist. 

Mit 

r rxx' dtdx' 

erhält man 

+31 

ffx x' dz dT' = -^ fdtfdaS. 

Links steht eine Grösse, welche gleich der Hälfte des Quadrats 
der algebraischen Summe aller Massen, also nie negativ ist. S 



y Google 



ist nie negativ; clie rechte Seite ist also nie positiv. Somit ist 

ffx x' dx dt' — fdt fda S ^ o. 

S ändert sieh in der Weise stetig, dass diese Gleichung nur er- 
füllt sein kann, wenn jeder einzelne Werth von S nuH ist. Also: 
wenn man durch die Massen eine heliebige Ebene legt, so ist 
für jede Seite dieser Ebene das Potential der Masse auf sich 
selbst null. Auf beide Hälften , in welche wir die gesammte 
Masse zerschnitten haben, kann dieselbe Betrachtung angewendet 
werden, wodurch man findet, dass für jedes herausgeschnittene 
Parallelepiped das Potential der in ihm enthaltenen Masse anf 
sich selbst versehwindet. Es ist also anch vermöge der letzten 
Gleichung die algebraische Summe der in einem beliebigen Parallel- 
epiped enthaltenen Massen der Null gleich, woraus dieselben 
Schlüsse wie früher gezogen werden können. 
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Anhang. 

lieber das totale Differential. 

24. 
Das totale Differential in einem Punkt. 

Die im Folgenden für eine Function zweier Veränderlichen 
entwickelten Sätze lassen sich ohne Weiteres für eine beliebige 
Anzahl von reellen Veränderlichen verallgemeinern. Wir suchen 
die Zunahme der Function (p(a;,y) in unendlicher Nähe des festen 
Punkts a^i,yi darzustellen; ip sei also in einer gewissen Umgebung 
von ^1,^/1 deflnirt. Wofern nun die Function cp bei einer gewissen 
Kleinheit von v in jedem Punkt wi,yi + v einen partiellen Dif- 
ferentialquotienten ifi nach iB besitzt, ist 

T. <f(xi + u, yi + r) - (f {x^yi-^-v) = ug>i ((Ci,?/i + v) + a. e„_„ 
WO e„,B eine Grösse bedeutet, welche bei festgehaltenem v mit ver- 
schwindendem w die Null zur Grenze hat. 
Hin. €„,„ = o. 

Wenn femer ^i {wi,y) eine im Pnnkt y^ stetige Function 
von y ist, so gilt: 

IL 91 (i^i'^i + v) — 9i (*i.3/i) = "^'■' 
Um. e^ = 0. 

Existirt ausserdem noch ein pai'tieller Differentialquotient y^ 
von (f nach y im Punkt a^,yi, so hat man: 

III. (p(a;i,yi-i-i') — %f{xx-,y\) =v<fz{^i,yi) + t->"t, 

Die Gleichungen l., IL und III. geben zusammen: 
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^iwi + u, yi + f)~<f{wi,2/i) =utpi (isi,yi) + V (f>z {a>i,yi) 

Weil nun hierin e„,„ eine Grösse bedeutet, die bei festgehaltenem 
V mit w verschwindet, so kann hieraus kein Scbluss gezogen werden 
fOr den Fall, wo -« und v gleichzeitig verschwinden. 

Wir führen desshalb noch weitere Voraussetzungen ein: 
In jedem Punkt a!,y einer gewissen Umgebung von eci^yi 
sei ein partieller Differentialquotient nach x vorhanden im ge- 
wöhnlichen Sinn, so dass also 

bei festgehaltenem i und u, für positive und negatne rf 

Ferner sei q:i(t,v) jm Punkt ■»uV\ ^^ Funrtion von », 1/ 
stetig, so dass also eine gewisse Gn^nze fe'-tgesetat T^eiden kann, 
derart, dass [yifii+ A, i/i + i) — yi(ii,vi)] fui alle h und l. 
unter dieser Grenze kleiner iht ab em behebig vorbei gewählter 
Werth. 

Unter diesen Voiaussetzungen kann gezeigt werden da'*3 e , 
unendlich klein wiid wenn n und v unendhch klein werden, 
gleichgiltig , imc dabei die letztfren heilen (iiosspn &n.h gegen- 
seitig verhalten 

Man hat nach dem Fundamentalsatz der Diflerentialrech- 
nuüg:*) 

(p (.«1 + M, yi + Jj) — <p {Xx , ^/i + 1') = M tpi (afi -t- M, v/1 + v\ 
wo 0<©<+l. 

Da nun 91 in (Cj, j/j als Function von x^y stetig ist, ao lässt 
sich zu jeder beliebig vorher gewählten Grösse 8 ein Werth <r 
so bestimmen, dass für alle \y\ < a und [m] < a die Differenz 

[M.j.i(a^i-l-0w, 1/1 + k) — Myi(a-i,i/i)] <[«]■? 
ist; d. h, 
^^ (a;i + M, yi + ti) - (p(iri,yi+ i') = wyi {a,-i,i/i) + ««"«."i 

*) Vergl. in Serret, «ikul difförcntiei et integral, I. Bd., den Ton 
Ossian Bonnet herröhrenden , schon einmal citirten Beweis, welcher vom 
Differentialqnotienten nur voraussetzt, dass er in jedem Zwischenpnnkt 
esistire. 
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Diess verbunden mit III. und mit den TJngleichimgen 

W<i,W<i, 

wo q = '\[u^ + vS 

gibt 
ip{xi + u,yi-\~v) — y, (iCj,i/i)~W9)i(iri,j/i) + w<paG%iyi) 

Hier ist nun 

wie auch sonst m und v sicli zu einander verhalten mögen. 

Für diesen Satz ist also folgendes System von Bedingungen 
hinreichend: 

1) 'p{x,y) hat in jedem Punkt ce^y einer gewissen Um- 
gebung von xi^yi einen partiellen Differeotialquotieaten 
ifi{pc,y) nach x. 

2) 9i {x,y) ist im Punkt ^i,?/i als Function von x,y stetig. 

3) 9» (a;,i/) hat im Punkt x^^y-i einen partiellen Differential- 
quotienten <fi{x\,yi) na«h y. 

Diese Bedingungen sind unsymmetrisch*) und können also auch 
umgekehrt mit vertauschtem x und y ausgesprochen werden, in- 
dem der Satz in Beziehung auf x und y symmetrisch ist. 

Wir machen jetzt ausserdem noch eine neue Voraussetzung 
über 9)1 und <fz- 

Die Function ^ {xi,y) von y soll in einer gewissen Nähe 
von y = yi in jedem Punkt einen Differentialctuotienten 
<fi (*!' ^) besitzen. Ferner sollen zwei positive, feste 
Grössen A und n existiren, so dass 

U>^ (*i.^i + '') — (p2 («iij/i)] <A\yY, 
und 

[9Pi(«i+ M, y^ + «) — (pi (a;i,j/i)] < Aq*", 
wo die erste Gleichung für alle v, die zweite für aUe 
u^v unter einer gewissen Grenze gelten soll. 
Dann findet man auf dieselbe Weise wie oben: 

[y (x^ + M, !/i + t») - y (3^1,2/1+ *') ~ «91 {x-i_,y\)\ < ■4e'+^ 
und 



•) Vergl. auch P. du Bois-Reymond, Aüg. Functionenth. ; pag. 136, 
Note. 
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